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Einleitung

Eine zentrale - wenn nicht ga,r die wichtigste - Methode der mathematischen Problembehand-
lrrng ist sicherlich die Reduktion schwerer bzw. ungel6ster Probleme auf leichtere Probleme bzw.

bekannte Ta,tsa,chen. Der &lossische Sotz uon Hortman-Grvbman ist ein Beispiel dieser Methode

aus der Theorie der Differentialgleichungen. Er wurde in den sechziger Jahren unabhd,ngig von

HaRrN,r.,\,N [12] und GRosN{aN [10] bewiesen und behandelt etwa das folgende Problem: Gegeben

sci ein autonomes Differentialgleichungssystem

mit einer stetig differenzierbaren
noch das linea,re System

( 0 . 1 )

RN und /(0) = 0. Neben (0.1) wird

(0 .2 )

betra,chtet, wobei D f (0) die Jacobimatrix von / an der Stelle r = 0 bezeichnet. Dieses autonome

linea,re System ka,nn vollstd,ndig gekist werden, d.h. die Untersuchung des Ltisungsverhaltens

bereitet keine allzu gro8en Schwierigkeiten. Im Hinblic,k auf die eingangs erwihnte Methode

ist es jetzt nur natiirlich zu fragen, ob mit Hilfe des einfachen Systems (0.2) Aussagerl zum

Liisungsverhalten des komplizierten Systems (0.L) gemacht werden konnen. Der klassische Satz

von Ha,rtman-Grobman gibt unter gewissen Voraussetzungen eine positive Antwort:

Si,nd die Realteile aller Eigenuerte der Matri,r Df(0) aon\ uerschieden, so eristiert eine Um-

gebun,g V C IRN uon\ und, ein Hom6omorphismus'17:V -*71(V) C IRN mi, tH(O) = 0, der

Ldnrngen uon (0.1) auf Ltisungen aon (0.2) abbildet, solange sie i,nV uerlaufen; entsprechend

bikl,et die UmkehrabbildungH-r L6sungenuon (0.2) i.nTt(V) auf Ltisungenaon (0.1) ab.

Bekanntlich nennt man in dieser Situation die Systeme (0.1) und (0.2) topologisch cirluiaalent.

(Siehe Abbi ldung 0.1.)
In den siebziger Ja,hren wurde das obige Ergebnis e.rweitert: der uerallgemeinerte Satz uon

Hartman-Grobman macht Aussagen zur topologischen Aquivalenz des gegebenen Systcms (0.1)

zu einem einfacheren System, falls die Jacobimatrix D/(0) auch Eigenwerte auf der imagind,ren

Achse besitzt. Das "einfachere System" mufi nun jedoch nicht mehr linear sein.

Parallel zur Theorie der autonomen Differentialgleichungen bzw. der kontinuierl'ichen dy-

namischen Systeme entwickelte sich in den vergangenen Jahrzehnten eine Theorie der autono-

men Differenzcngleichungen bzw. der d,iskreten d,ynamischen Systeme. In dieser Theorie wird

das Verhalten von Punktfolgen im IRN untersucht, die durch iterierte Anwendung einer Ab-

bildung g : IRN -* IRN entstehen. Bereits HRnrNleN [12] bewies den klassischen Satz von

Hartman-Grobman fiir autonome Differenzengleidiungen, und auch der verallgemeinerte Satz

von Hartman- Grobman wurde mittlerweile iibertragen.

Zweifelsohne ist der verallgemeinerte Satz von Hartman-Grobma,n ein sehr wichtiges und

michtiges Hilfsmittel zur Untersuchung kontinuierlicher bzw. diskreter dynamischer Systemc.
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Abbildung 0.1: Der klassisc-he Satz von Hartman-Grobman

Es ist deshalb erstaunlich, da,B er in den einschligigen Lehrbiichern meist nur erwd,hnt wird -

wie etwa in AuaNll [1, pp. 272f). Der Grund da,fiir ist vermutlich der reiativ lange und technische

Beweis, der zum Beispiel in den Arbeiten von HttcoR [13] und Pallten [2a] zu finden ist.

Im Rahmen dieser Arbeit soll ein neuer Beweis des verallgemeinerten Satzes von Hartman-

Grobman angegeben werden, der zwar nicht wesentlich kiirzer, aber (hoffentlich) anschaulicher

und leichter verstd.ndlich als die bisherigen Beweise ist. Dabei soll nicht eine lokale Version

fiir autonome Differentia^l- bzw. Differenzengleichungen bewiesen werden, sondern ein globales

Resultat fiir nichtautonome Differential- bzw. Differenzengleichungen, die im folgenden unter

dem Begriff (lcontinui,erliche bru. dlshete) dynomische Prozesse zusammengefa8t werden. Zwei

Griinde rechtfertigen diese Vorgehensweise:

o Die Beschrd,nkung auf globale topologische Aquir,alenz ist keine wirkliche Restriktion, da
mittels "cut-off"-Funktionen leicht lokale Ergebnisse hergeleitet werden kiinnen. Dies

wurde etwa in der Vorlesung Aulnacn [4] demonstriert.

o Der Beweis des Ergebnisses fiir den nichtautonomen Fall liefert natiirlich das gewiinschte

Ergebnis auch fiir den autonomen Spezialfall.

So weit, so gut. Es ist jedoch zu befiirchten, da$ die Behandlung nichtautonomer Differential-

bzw. Differenzengleichungen einen nicht zu vertretenden beweistechnischen Mehraufwand ver-

ursacht! Brstaunljcherweise ist genau das Gegenteil der Fali. Dies wird klarer, wenn man sich

die Struktur des Beweises ansieht.
Ausgangspunkt fiir den Beweis sind inuoriante Faserbindel. Um diesen Begriff nd,her zu

erliutern sei noch einmal an den eingangs erwd,hnten klassischen Satz von Hartman-Grobmart
erinnert. Betrachtet man die in Abbildung 0.1 skizzierten Phasenportraits der autonomen Dif-

ferentialgleic-hungen (0.1) und (0.2), so erkennt man im Phasenraum Rt j" zwei Mannigfal-

tigkeiten ^9s und Rs durch die Ruhelage 0, die mit einem Punkt stets die garLze Trajektorie

durch diesen Punkt enthalten - sogenannte invariante Mannigfaltigkeiten im Pirasenraurn. Bei

der geometrischen Veranschaulichung nichtautonomer Differentialgleichungen tritt an die Stelle

des Phasenraums der (um die Zeitkomponente ergd,nzte) erweiterte Phasenraum; die invarian-

ten Mannigfaltigkeiten in diesem erweiterten Phasenraum werden in der Literatur hiufig als
"Integralmannigfaltigkeiten" bezeichnet. (Man vergleiche dazu etwa H.q,le [11, pp. 229ff] oder

KNosr,ocn, KnrRoL [20, pp.224ff].) Bedingt durch die diskrete Zeit bei nichtautonomen Diffe-
renzengleichungen macht dieser Begriff jedoch nur im kontinuierlichen Fall Sinn - weswegen die

fl(v)

I
/
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Einleitung

Integralmannigfa.ltigkeiten mit ihren diskreten Analoga unter dem Begrif inuariante Faserb'iindel

zrrsammengefafit werden.
Zund,chst wird ein allgemeiner Existenzsatz iiber invariante Faserbiindel bei dynamischen

Prozessen bewiesen. Der Satz, der aus entsprechenden Ergebnissen der Vorlesungen AuLsacH

[4] und AuLsacu [5] hervorgegangen ist, ist fiir sich genommen bereits ein wichtiges und an-
wendungsreiches Resultat: In der Vorlesung AuLsA,cH [4] wurde gezeigt, dafi mit seiner Hilfe

die Existenz von Hiera,rchien invarianter Mannigfaltigkeiten (vergleiche AuLsacu [3]), sowie
die Existenz der klassischen fiinf invarianten Mannigfaltigkeiten (vergleiche Knllov [17]) leicht
gefolgert werden kann.

Der Beweis dieses Satzes ist der einzige lange und technische Beweis auf dem Weg zum
verallgemeinerten Satz von Hartman-Grobman. Die restlichen Schritte sind relativ einfach und
anschaulich:

o Die nichtautonome Formulierung des eben erwd,hnten Satzes erm<igiicht es, mit Hilfe der

Differential - bzw. der Differenzengleichung der gestrirten Bewegung invariante Faserbiindel

durch L<isungen zu konstruieren. Im Rahmen einer rein autonomen Theorie wire dies

unmciglich!

o Eine einfache Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes liefert hieraus sofort invariante

Faserungen des erweiterten Phasenraumes, die wieder nur im Rahmen einer nichtautono-
men Theorie existieren.

o Diese Faserungen implizieren schlie3li& unmittelbar den verallgemeinerten Satz von

Hartman-Grobma,n, und als "Nebenprodukt" auch das Reduktionsprinzip.

Der geometrische Ztgang mittels Faserungen ist der Arbeit KtRcncna,BDR, PALMnt [1-9] ent-

nommen, die aber mit einer asymmetrischen Faserung arbeitet: die horizontale Faserung bein-

haltct eine Linearisierung, die vertikale dagegen nicht. Dariiberhinaus wird in dieser Arbeit nur

cler autonome Fall behandelt. Trotz dieser Einschrd,nkung kommen die beiden Autoren beim

kontinuierlidren Fall jedoch nicht umhin, Hilfsergebnisse iiber nichtautonome Differentialglei-

chrrngen zu beweisen - vielleicht ist der nichtautonome Zugang doch der natiirlichere.

Der Beweis des verallgemeinerten Satzes von Hartman-Grobman fiir dynamische Prozesse

wirrl in der vorliegenden Arbeit zweigleisig durchgefiihrt: Im ersten Kapitel werden konti-

nuierliche dynamische Prozesse, d.h. nichtautonome Differentialgleichungen in beliebigen Ba-

nachrd,umen behandelt; im zweiten Kapitel werden diese Ergebnisse auf den diskreten Fall

iibertragen. Dabei werden der Hauptsatz iiber invariante Faserbiindel und das Reduktionsprin-

zip fiir nichtautonome Differenzengleichungen mit nicht notwendigerweise invertierba.rer rechter

Seite bewiesen - Ergebnisse, die in dieser Form in der Literatur noch nicht behandelt wurden.

Desweiteren wurde besonderer Wert darauf gelegt, dafi alle im Rahmen dieser Arbeit benotig-

ten Aussagen entweder explizit bewiesen oder zumindest angegeben werden. So sind im An-

hang grundlegende Aussagen zur Differential- und Integralrechnung in Banachrd,umen, zu Fix-

punktsitzen und zum asymptotischen Verha,lten von Matrixfunktionen enthalten.



Bernerkungen zur Notation

Zund,chst sollen die in dieser Arbeit benotigten Bezeichnungen zusammengestellt werden. Die

Zahlmengen und Zahlk6rper werden wie iiblich bezeichnet:

IN Die natiirlichen Zahlen {I,2,3, . . .}.
INg Die natiirlichen Zahlen mit der 0.
n Die ganzen Zahlen.
]R Die reellen Zahlen.
IR,+ Die positiven reellen Zahlen.
nJ Die nichtnegativen reellen Zahlen.
C Die komplexen Zahlen.
K Einer der beiden Korper R oder C.

Fiir beliebiges r € K ist lrl € RJ der gewohnliche Betrag reeller (K = IR) bzw. komplexer
(K = O) Zahlen.

Sind M1,. . . ,Mn, n € IN, metr ische Rd,ume mit  Abstandsfunkt ionen d' ; :  M; x M; * IRJ,

i  = I , . . . , f t ,  so wird das Kreuzprodukt M = Mt x. . .  x M, ebenfal ls zum metr ischen Raum,

wenn man die Abstandsfunktion d durch

n

d( r , y )  ' =  D  d , ( r? ) , r ( )1  f i i r  be l i eb ige  o  =  ( r ( t ) , . . . , r ( " ) ) ,  y  =  ( y ( t ) , . . . , y (d )  e  M
i = l

definiert. In diesem Fall ist eine Folge (tu)L, mit r1 = (t[t),. . ., tf)) € M genau d.ann

konvergent in M , wenn die Folgen (rf))L, fiir alie i = I, . . .,n in M; konvergent sind (vergleiche

DrnuooNr'lf [8, pp. 75-78]). Im Rahmen dieser Arbeit ist ein metrischer Raum Mr stets eine

Teilmenge von lR oder T, mit Abstandsfunktion dr(r,y) = lr - yl, oder ein Banachraum mit

Norm l l  .  l l  und Abstandsfunkt ion d,r(r , ,y) = l l t  -  y l l .

Banachrd,ume werden durch kalligraphische Buchstaben dargestellt, etwa X , !,P, . . .. Ohne

weitere Spezifikation kann ein Banachraum sowohl reell, als auch komplex sein. Ist jedoch im

folgenden innerhalb einer Aussage von mehreren Banachrd,umen die Rede, so wird stiilschweigend

angenommen, da8 es sich um Rd.ume iiber ein und demselben Kcirper handelt. Die Dimension der

Rd,ume kann endlich oder unendlich sein, ll.l l bezeichnet die Norm in dem jeweils betrachteten

Banachraum. Ist e ) 0 und rs € X ein Element eines Banachraumes ,t, so ist die offene Kugel

ulrr 0s mit Radius e als

B,( ro ) : -  {c  €  X  : l l r  -  to l l  (  € }  ,

und die abgeschlossene Kugel ufiI oe mit Radius e als

B,(ro):-  { r  € X :  l l r -  ro l l  < e}



Bemerkungen zur Notation

definiert. Die wichtigsten Klassen von Abbildungen zwischen Banachrd,umen werden folgender-

ma,fJen abgekiirzt:

L(X,y) Lineare, stetige Operatoren von X nach ).
L(X) Lineare, stetige Operatoren von X nach X.

9 L(X) Stetige Isomorphismen von X arfi. X .

i<le gL(X) bezeichnet dieidentische Abbildung. Definiert man fiir beliebige L € L(X,!) die

Operatornorm ll.tl I durch

l l l l l  :=  sup{ l l l r l l ,  l l r l l  <  1}  :  in f {c€ Rf  '  l l r ' l l  S  c l lc l l f i i r  a i l .e  r  e  x} ,

so ist der Raum L(X,y) mit dieser Operatornorm (die natiirlich von den in .t und ) gewihlten

Normen abhingt) ein Banachraum. Ferner giit fi ir beliebige A e L(X,y), B e L(y,Z) :und

r € X (vergleiche etwa Yoslo ̂  129, pp. a2ff]):

l l BA l l  <  l l 8 l l . l l A l l und  l l / r l l  <  l l a l l . l l " l l  .

Von besonderem Interesse sind die endlichdimensionalen Banachrd,ume Kt, N € IN, mit den

/p-Normen l ' lp p € [1,  m] '  Fi i r  r  = (rr , .  .  . ,  r iv)  € KN gi l t  bekannt l ich

l c l -  =  m a - x { l r 1 l , .  . . , l r " l }

und

fiir p € [1, m) .

Wehlt  man in KN die Basis {e; :  i  = I , .  . . , I f  }  mit  den Einheitsvektoren e; t :  (6r, , .  .  . ,6.n0;),

wobei d;; wie iiblich das Kronecker-Symbol bezeichnet, kann man in allgemein bekannter Weise

den Raum L(K* ,KN) mit dem Raum 6NxN der ̂ l[ x .lf-Matrizen iiber dem K<irper K identi-

fizieren. Die Einheitsmatrix wird dabei durchwegs mit id bezeichnet, ohne explizite Angabe der

Dimension. Fiir beliebiges A € KN"N sei

o ( A )  : =  { ) e  O : d e t ( , 4 , - . \ i d ) = 9 1 das Spektrum von y',

ol , i . (A) :=

o;"*(A) :=

"Lr.(A) :=

min{ReA : ) e o(A)} der kleinste Eigenwertrealteil,

max{Re) : ) e a(,a)} der gr<ifite Eigenwertrealteil,

min{l)l : .\ e o(,a)} der kleinste Eigenwertbetrag und

ol".(r{) := max{lAl : ) e o(A)} der groflte Eigenwertbetrag von A.

Die Norm einer Ma,trix A = (o,i),,i=r,...,r € Kt" sei die von der im KN gewd,hlten Vektornorm

induzierte Matrixnorm. d.h.

l l a l l  = s u p { l l A r l l ' l l r l l  / - L , r  € K ' }

Diese Norm stimmt mit der oben definierten Operatornorm der linearen Abbildung ,4 iiberein.

Im endlichdimensionalen Fall sind vor allem die von den /p-Normen induzierten Matrixnormen
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von Interesse. Speziell fiir p € {1,2, m} erhdlt man bekanntlich:

N

l '41- = -*{t la;11 : i= 1 "'N} (Zeilensummennorm)
j - l

N

l / l r  =  -* { I lor i l ,  j  =  1. . . / f }  (Spal tensummennorm)

lAl, =

Die bei der Spektralnorm auftretende Matrix ,4,
(o,i),,i=r,...,r € Kt"t. Sind schtie8lich fiir f =

If; e N, gegeben, so bezeichnet

diag(A1, .  .  . ,  Ay) :=

(Spektralnorm)

ist die zu .4. konjugierte Matrix,
1 , . . . , (c ,  l c  € .  IN ,  d ie  Mat r izen  A;

d .h .  A  :=

€  K N ; x N ; t

; )[1
r 0

A2

. . .

die If x .l[-Matrix, l[ = Df=, tr,, die durch Anordnung der Matrizen A; entlang der Hauptdia-
gonalen entsteht.

oL^*(Ar A)



Kapitel 1

Kontinuierliche dynamische
Ptozesse

In diesem ersten Kapitel sollen die bereits erwd,hnten Ergebnisse iiber invariante Faserbiindel und

topologische Aquiralenz bei kontinuierlichen dynamischen Prozessen, d.h. bei nichtautonomen

Diffcrentialgleichungen in beliebigen Banachrd,umen bewiesen werden. Es ist folgendermaJJen
gegliedcrt:

o Im ersten Abschnitt werden grundlegende Definitionen und Ergebnisse iiber nichtauto-

nome Differentialgleichungen in Banachriumen zusammengestellt. Zund,chst wird fiir eine

spezielle Klasse derartiger Differentialgleichungen ein globaler Existenz- und Eindeutig-

keitssa,tz (inklusive stetiger Abhiingigkeit der allgemeinen Ltisung von Anfangswerten und

Parametern) bewiesen; er ist auf alle im Rahmen dieser Arbeit behandelten Differenti-

algleiclrungen a,nwendbar. Hierauf werden noch die Differentialgleichung der gestorten

Bewegung, linea,re Prozesse, Ub"rguogru,bbildungen, Variation der Konstanten und das

allgemein bekannte Gronwa.ll- Lemma behandelt.

o Anschliefiend wird der Begriff der quasibeschrinkten Losung eingefiihrt und einige Aussa-
gen iiber quasibeschrdnkte Losungen linea,rer Prozesse werden bewiesen.

o NIit diesen Ergebnissen ist man bereits bestens ausgeriistet, um im nd,chsten Abschnitt den

Hauptsatz iiber invariante Faserbiindel zu beweisen. Der hier vorgestellte Beweis ist - ab-

gesehen von einigen kleineren Modifikationen - der Vorlesung Aulr.lcrr [4] entnommen.

Im Hinblick auf die spd,teren Anwendungen des Satzes wird er fiir parameterabhd,ngige

Differentialglei drungen formuliert.

o Die Differentialgleichung der gestdrten Bewegung ermoglicht sodann die Konstruktion in-

varianter Faserbiindel durch Lrisungen,

o und eine einfa,che Anwendung des gleichmii$igen Kontraktionsprinzips liefert daraus hori-

zontale und vertikale Faserungen des erweiterten Phasenraumes.

o Diese Ergebnisse werden schlieflic-h verwendet, um das Reduktionsprinzip

o und die Sd,tze von Hartman-Grobman fiir nichtautonome Differentialgleichungen zu bewei-

sen.

Alle diese Resultate gelten in Banachrd,umen beliebiger Dimension. Dariiberhinaus werden alle

benotigten Ergebnisse aus der Theorie der Differentialgleichungen in Banachrd,umen explizit

aufgefiihrt - und zum Teil auch bewiesen.



1.1. GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN UND ERGEBNISSE

Abbildung 1.1: Der kontinuierli&e erweiterte Phasenraum

L.1 Grundlegende Definitionen und Ergebnisse

Die Ausweitung der Theorie der gewiihnlichen Differentialgleichungen auf beliebige Banachrd,u-
me ist bereits seit geraumer Zeit Gegenstand eingehender Untersuchungen. Daher ist es nicht
verwunderlich, dafi bereits mehrere Lehrbiicher zu diesem Thema existieren: At'tllttt [1] behan-
delt sehr ausftihrlich den Fall endlichdimensionaler Banachrd.ume (inklusive einiger Bemerkungen
zum unendlichdimensionalen Fall), DalncKlt, KREIN [7] gehen intensiv auf Stabilititsfragen ein,
und die grundlegenden Ergebnisse der Theorie sind bereits in DtpuooNN6 [8] enthalten. Um
diese Arbeit jedoch in sich geschlossen zu halten, werden im folgenden die zentralen Resultate
explizit angegeben und zum Teil auch bewiesen. Eine kurze Zusammenfassung wichtiger Defi-
nitionen und Ergebnisse zur Differential- und Integralrechnung in Banachriumen findet sich im
Anhang.

Der Begriff der nirhtoutorwrnen Dffirentiol4leichung wird fiir beliebige Banachriume analog
zum Fall des R.N definiert: Sei -I C R. ein Interrnll, .t und P seien beliebige Banachrd,ume und

f : I x X x P --+ .Y sei eine stetige Abbildung. Dann nennt man die Gleichung

(  1 .1 )

eine ni,chtoutonnrne, parometerabhd,ngige Dffirentiol4leichung (erster Ordnung), bzw. einen po-
rarneterabhdngigen, kontinuierlichen dynomischen Proze$. Eine auf einem Intervall J C I
erkiirte, differenzierbare F\rnktion .\ : J --+ X hei0t .[dsung aon (1.1) zum Parameter p € P,
wenn fiir alle f € "/ gilt:

.\(r) = f(t,),(t).,p) .

Eine Anfangsbedingung zu (1.1) ist eine Beziehung der Form

r ( r o ) = 6 o  m i t  r s € I  u n d  € o € X . (1 .2 )

) heiflt Lisung des Anfarryswertproblems (1.1), (1.2) zum Parameter p e P, werrr 16 € ../ und
A(rs) = {6 erfii l lt sind.

L6sungen werden in naheliegender Weise im enreiterten Phasenrount IR x .t veranschau-
licht: In Abbildung 1.1 sind die Losungen eines kontinuierlichen dynamischen Prozesses zu den
Anfangsbeditrgungen c(r1) = {1 und r(r2) : f2 dargestelit.

Im Hinblick auf spitere Anwendungen sollen noch zwei Begriffe cingefiihrt werden: Ein
Intervall .f C R. hei$t noch links unbeschrd.nkt, wenn es von der Form (-m,r) bzw. (--, r] ist,
fiir ein r € IR, oder wenn f = IR gilt. Analog erkldrt mar. nach rechts unbeschrrinkte Interualle.
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Wie in der bekannten Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen, kann man auch
bci nichtautonomen Differentialgleichungen in Banachrd,umen fiir gewisse rechte Seiten / lokale
Existenz- und Eindeutigkeitssd,tze beweisenl man vergleiche dazu etwa AuRttr'{ [1, pp. 96-106],

Drpuoor{Nf [8, pp. 266-268], oder Zotor,ER [30, pp. 78-82]. Die innerhalb dieser Arbeit be-

ha,ndelten Differentialgleichungen haben jedoch alle eine sehr spezielle Struktur - und diese

Stmktur erlaubt weiterreichende Aussagen iiber Existenz, Eindeutigkeit und Stetigkeit der all-
gemeinen L6sung. Die genauen Voraussetzungen und Ergebnisse beinhaltet der folgende Satz.

Satz 1.1.1 Gegeben seien ein Intertsall / C IR, Banachrd,ume X,P, und eine stetige Abbildung

f :  IxX xP ---+ X. Fenterexist ieree' ine stet igeAbbi ldungl: I  ---+ lRo' ,  so d,au f l i r  bel iebige
t € I, r1,r2 € X u.nd p € P di'e Abschdtzung

l l f ( t ,  * ' ,p)  -  f ( t ,  rz ,  p) l l  < , ( f ) l lo r  -  * r l l

erfiilh ist. Dann besitzt die Differentialglei,chung

(  1 .3 )

(1 .4 )

fi ir beliebi,ges (rs,{o,?o) € -I x X xP gen&u eine Ldsung \(.;ro,€o,po) : I -* X, di,e der An-

fangsbedingung r(rs)- (s zLnn Parameterps genilgt. Di,e Abbildung \: I x I x X xP --+ X ist

st etig.

Beweis: Da jedes reelle Intervall 1 die Vereinigung einer wachsenden Folge kornpakter Inter-

valle ist, geniigt es offensichtlich den Spezialfall eines kompakten Intervalls I = la,b] C lR zu
bctra,chten.

S e i . t : = m a x { / ( t ) : t e I } u n d B d e r B a n a c h r a u m a l l e r s t e t i g e n A b b i l d u n g e n p : I ' - + . Y m i t
der Norm l l lp l l l  '= max{l lp(t) l l  :  t  e /} .  Der Beweis verwendet die Abbi ldung

T : B x I x X x P - - - + 8 ,

definiert durch

uncl ist in drei Schritte unterteilt.

(o) Behauptung: Fiir beliebige F,u € B, t,rs€ /, (o € X, po€ P und n € IN gilt:

T(tr , ro,{o,poXt)  := €o * I , " t r" ,1t(s) ,ps)d,s 
f i i r  t  e I  ,

l lT"( t r , ro,{o,po)( t )  -T ' ( r , ro,€o,po)( f )US +l l l t , -  r l l l  . l t  -  ro l"  , (  1 .5 )

w o l r e i d e r i t e r i e r t e O p e r a t o r T " : B x I x X x P - * 6 w i e i n ( A . 9 ) a u f S e i t e 1 2 6 d e f i n i e r t i s t .

Der Beweis der Behauptung erfolgt durch vollstfi,ndige Induktion iiber n. Fiir n = L erhdlt man:

l lT(p, ro,6o,po)( t )  -  T( r , ro ,  €o,poXt) l l  S
1 t

t t

S I J,^r'llu!) 
- z(s)lldsl (
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Sei also nun die Behauptung fiir n € IN bewiesen. Dann folgt fiir n * 7;

llT"*tjt, ro, €o, po)(t) - T"*t(r, rs, {s, pqxt)ll =

= llT (7" ( p,ro, 80, p0), ro, (o, poXt) - T (7" (u, ro, eo, po),ro, (o, po)(r)l I S
1 t

Jr^

L n + t  f t  .

Ln+r=  
f " 1  U ' t t t '  

-  v l l l ' l t - ' o l " * ' '

Damit ist die Beha,uptung (.I/ bewiesen.

(11) Behauptung: Die Abbildung ? ist stetig.

Ars  ( I ) fo lg t  zun ichs t  f i i r  be l ieb ige  F ,u  €B, rse  / ,  €o  € , t  und po€P:

l l l r j t , ro,€o,po) -T(r , ro,€o,po) l l l  S L(b -  o) l l l t t -  u l l l  .

Wegen Lemma A.2.5 (Seite 126) ist deshalb nur noch zu zeigen, dafi fiir beliebiges, aber festes,

po € B die Abbi ldung ?(p,e, ' , ' , ' ) ,  I  x X xP --+ B stet ig ist .  Seien also (rs,€o,Po) e I  x X xP,

Fo€B und e > 0 beliebig vorgegeben. Setze zuniichst

^ €6 r  : =  
5  

>  0 .  ( 1 . 6 )

Wegen der Stetigkeit von / und ps ist die Abbildung

I  x P  >  ( " , p )  -  f ( s , p o ( s ) , p )  e  X

stetig, d.h. es existiert ein 62 ) 0 mit

d r . m a x { l l / ( " , p 0 ( " ) , p o ) l l  : s  e  / }  <  
! ,  

( 1 . 7 )

und mit Lemma 4.2.6 (Seite 127) erhdlt man ein 6s > 0, so dafl fiir beliebige s € .I und

p € Ba"(po) die Abschiitzung

l l / ( r , r ro(r) ,  p)-  f (s,po(s),po) l ;  q --- j -
3 (b  -  a )  

(1 '8 )

erfiillt ist. Definiert man abschliefiend d := min{6r,62,6s}, so folgt fiir beliebige t € .I und

G , € , p )  e  I  x  X  x P  m i t  l r  - ' o l  *  l l € -  { ' l l  +  l l p - p o l l  (  d  a u s  ( 1 . 6 ) ,  ( 1 . 7 )  u n d  ( 1 . 8 )  d i e
Abschd,tzung

l lT(po,r ,€ ,p)( t )  -  T( t to , ro,  €o,po)( t ) l l  =
f t  1 t

:  l l€+ J,- f(s,po(s),p)d"-{o - 
J": ," f(" ,ps(s),p0)dsl l  

<

Jro Jr  

fb

€  -  e  , ,

1 1
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d . h .  l l l ? ( p s , r , € , p ) - T ( t ' o , r o , € o , p o ) l l l  ( e f i i r  l t - ' o l  + l 1 6 - € o l l + l l p - p o l l  <  6 '  D a ^ r a u s  f o l g t
unmittelbar die Behauptung.

(III) Mit (I) wd (I/) konnen jetzt die Aussagen des Satzes bewiesen werden. Zund,chst erhdlt
manmit te ls  ( I ) f i i . r  be l ieb ige p, ,u  e.B,( ro,6o,?o)  e I  xX xP undn € IN

l l lT"(tr,ro,{o,po) - Tn(r,ro,{o,po)lll t #O 
- o)ll lt, - ulll ,

d.h. wegen lim,*- #fU 
- a)" = 0 und (//) erfiillt die Abbildung ? die Voraussetzungen von

Satz A.2.4 (Seite 126). Zu jedem (ro,(o,po) existiert also ein eindeutig bestimmter Fixpunkt

)( . ; ro,  €o,po),  und die Abbi ldung

I x X x P ) (ro,(o,po) * A( ' ;  rg,(g,ps) e B

ist stctig. Man erkennt unmittelbar, dafi dann auf Grund von

l l ) ( t ; r ,  € ,p ) -  ) ( t6 ; rs ,6o ,po) l l  S

auch die Abbildung

I x I  x X x? )  ( t , ro,(o,po) r-+ )( t ;  rs,(s,ps) € X

stetig ist. Schlie3lich folgt leicht, da0 eine F\rnktion .\ € 6 genau dann Fixpunkt von

T(',ro,€o,po) ist, wenn ) eine Losung der Differentialgleichung (1.a) zu Parameter ps ist mit

)(16) = €0. Damit ist alles gezeigt. O

Die Abbildung ) :I x I x N xP -- X aus Satz 1,.1.1 hei0t allgemeine Ldsung der Differenti'al-

gleichu.ng (1./). Sie geniigt fiir beliebige r,t1,t2 € I, € e X und p €P der Gleichung

)(t2; r,  €, p) = ),(t2;ty)(t1; r,  t ,  d, p) (1 .e )

da beide Seiten von (1.9) L6sungen von (1.4) zur Anfangsbedingung r(r) = { sind. Diese

Glcichung wird in den folgenden Abschnitten immer wieder benotigt werden.

Mochte man das Verhalten einer Differentialgleidiung in der Umgebung einer speziellen

Losung untersuchen, so bedient man sich bekanntlich einer neuen Differentialgleichung mit tri-

vialer Losung, die sich in der Umgebung der trivialen Losung genauso wie der urspriingliche

ProzefJ in der Umgebung der gegebenen speziellen Losung verhdlt. Diese Differentialgleichung

der gestdrten Bewegunq wird im nlchsten Satz behandelt.

Satz 1 ,1.2 Gegeben seien ein Interaall I C 8", ein Banachraum X und eine stet'ige Abbildung

f : I x X --+ X, die den Voraussetzungen uon Satz 1.1.1 geniige. Betrachte neben d,er Differen-

tialgleichung

mit der speziellen Liisung p, : I ---+ X die
gung (von (1.10) zur L<isung p)

( 1 . 1 0 )

s og enannte Differentialgleichung der gestcirten Bewe-

i  =  f ( t , r  +  p( t ) )  -  f ( t ,  t t ! ) )

F4A

Dann gilt:

(  1 . 1 1 )



1..1. GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN UND ERGEBNISSE

(a) Die Differentialgleichung der gest6rten Bewegung besitzt die triuiale Ldsung auf L

(b) Eine Funkt ionu:I  --+ X istgenaudanne' ine L1sunguon (1.11),  uennu*p'  eine Ldsung

des urspriinglichen Prozesses (1.10) ist.

Beweis: Da / nach Voraussetzung die Abschd,tzung (1.3) erfiillt, ist sowohl auf (1.10) als auch

auf (1.11) Satz 1..1.1 anwendbar. Alle Lrisungen dieser beiden Prozesse existieren somit auf ganz

.I. Die Aussage h (a) ist offensichtlich. Da pr. nach Voraussetzung eine Lcisung von (1,.10) ist,

erhfilt man fiir beliebiges t € .I die folgenden Aquirnlenzen:

,(t) = f(t,u(t) + p,(t)) - f(t, r'u))
<+ r(t) + f(t, t '(t)) = f(t,v(t) + p,(t))
<+ ,(t) + tr(t) = f (t,u(t) + p,(t)) .

Da,raus folgt unmittelbar (b). O

Die Differentialgleichung der gestcirten Bewegung wird das zentrale Hilfsmittel zur Konstruk-

tion invarianter Faserbiindel durch Losungen sein. Ferner ist die Bemerkung angebracht, dafJ

die Differentialgleichung der gestcirten Bewegung im Rahmen einer rein autonomen Theorie

nicht verwendet werden kann: Selbst wenn die Ausgangsgieichung (1.10) autonom ist, ist die

Differentialgleichung der gestrirten Bewegung (1.11) im allgemeinen nicht autonom!

Nach diesen allgemeinen Definitionen und Ergebnissen iiber nichtautonome Differentialglei-

chungen sollen die Betrachtungen nun auf die Klasse der nichtautonomen linearen Prozesse

eingeschrd,nkt werden.

Dazu sei .t C IR wieder ein Intervall und ,t ein beliebiger Banachraum. Ferner seien stetige

Abbildungen A : I -' L(X) und b : I --+ X gegeben. Dann nennt man die Differentialgleichung

i = A ( t ) x + b ( t ) (  1 .12 )

eine (inhomogene) nichtautonome lineare Differentialgleichung. Die zugeh<irige homogene n'icht-

autonorne lineare Differentialgleichung ist durch

F-(OE (1.13)

gegeben. Pararneterabhingige linea^re Prozesse werden analog zum Fall allgemeiner Differenti-

algleichungen definiert. Wegen

l l ( ,a ( t ) r1  +  b ( r ) )  -  (A( t )q+b( r ) ) l l  <  l lA ( t ) l l .  l l " ,  - ' r l l  f i i r  be l ieb ige  t  €  I , rv ,12  €  x

und der Stetigkeit von A - die die Stetigkeit von llA(.)ll impliziert - existiert gemd,0 Satz
!.1.I zvjedem Anfangswert genau eine globale Losung von (1.12) bzw. (1.13). Um die allge-

meine Losung ) dieser Proze.sse mciglichst iibersichtlich angeben zu krinnen, bedient man sich

einer Konstruktion, die die Uburgoog.-atrix linea,rer Systeme im IRN (vergleiche KNonlocH,

Kapppl, [20, p. 67]) veratlgemeinert.
Betrachte dazu die auf .I x L(X) definierte, homogene linea.re Differentialgleichung

X = A(t)X . ( 1 . 1 4 )

Auch auf (t.t+) ist Satz 1.1.1 anwendbar, denn fiir beliebige t € I und X1, Xz € L(X) eilt

1 . )
r d

l lA(r)x l  -  A( t )x, l l  = l lA(rxx,  -  x , ) l l  s  l lA( f ) l l . l lx ,  -  x" l l  ,
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mithin existiert die allgemeine L6sung ) :.I x I x L(X) -' L(X) von (1.14). Definiert man jetzt

O ( t , r )  : :  ) ( t ; r , i d ) ,

so nennt man die stetige Abbildung O : .I x I --+ L(X) die Ubergangsabbild,ung uon (1.13). Fid.r

beliebige t,r,s,r € f ,€ e X und E e L(X) erkennt man leicht die folgenden Eigenschaften der

Ub"tgoogtubbildung:

!ro6,,y = A(r)a(r,r) ,

fi@{t,,)e) = .A(t)o(t, r)( ,

fi{*{r,r)=) = A(r)a(r, r)E ,

( 1 . 1 5 )

(  1 .16 )o(t , r )
O(t ,  s)

O( t ,  r ) -1

i d ,

O(t ,  r )O(r ,  s)  ,
O ( r , l )  .

Gemi0 (1.15) und (1.16)ist  die Abbi ldung O(.,"oXo die eindeut ig best immte Lcisung von (1.13)

znr Anfangsbedingung r(rs) = (e. Die allgemeine L<isung dieses homogenen linea,ren Prozesses

la,utet demnach
)(/; rs, (o) = 61r, ro)€o .

Fiir die inhomogene Differentialgleidrung (1.12) ist eine Formel fiir die allgemeine Liisung im

nf,chsten Satz angegeben.

Satz L.1.3 (Variation der Konstanten) Gegeben se'i der Prozefi (1.12). Dann ist die allge-

meine Lri.sung ) aon (1.12) gegeben durch

(  1 .17 )

f i i r t € L

Beweis: Die Beziehung (1.16) impliziert, dafl die rechte Seite von (1.17) bei t = 16 den Wert {e
a,nnimmt. Ferner ist die rechte Seite von (1.17) eine L<isung von (1.1-2), wie man durch Ableiten

unter Verwendung von (1.15) leicht erkennt. (Die Formel fiir die Ableitung des Integrals findet

sich im Anhang: (A.1) auf Seite 120.) Mit der Eindeutigkeitsaussage von Satz 1.1.1 folgt die

Behauptung. O

Diese Liisungsformel wird bei vielen Abschitzungen im nd,chsten Abschnitt eine zentrale Rolle
spielen. Ferner ben6tigen diese Abschd,tzungen das allgemein bekannte Gronwall-Lemma.

Satz 1.1.4 (Gronwall-Lemma) Gegeben seien ein Interuall I, ein rs € f , eine Konstante

t, e lRf,, sowie stetige Funktionena,c: f -- RJ. Ist dann fir allet e I die Abschritzung

a ( t )  < c ( f )  *  b . l  I  a @ ) d , s
J r o

erfiillt, so erhdlt man fir aIIe t € I die explizite Abschd'tzung

)(t; rq, €o) = o(t, roXo * I,,"rr,s)b(s)ds

a(t)  <c(t)  + U I  l^c(s)ebl ' - " ldsl  
.
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Beweis: Siehe etwa ANlerlN [1, pp. 89{].

Da in den Anwendungen der Ergebnisse dieser Arbeit die autonomen Differentialgleiclrungen
einen wichtigen Spezialfall darstellen, sollen diese abschlie8end noch kurz behandelt werden.

Sei ,t ein beliebiger Banachraum und f : X --,Y eine stetige Abbildung. Dann nennt man
eine Differentialgleichung der Form

(  1 . 1 8 )

eine autonome Differentialgleichung bzw. ein lcontinui,erliches dynamisches System. Auch das

System (1.18) geniige den Voraussetzungen von Satz 1.1.1. Bei festem €o € X unterscheiden sich
dann die auf ganz R existierenden Lijsungen der Anfangswertprobleme

i = f ( x )  ,  c ( r 6 ) = ( o

fiir ro € R lediglidr durch eine Translation in der Zeit. Aus diesem Grund wird in der allgemeinen

L<isung von (1.18) die Anfangszeit o.B.d.A. gleich 0 gesetzt. Definiert man fiir t € lR

eQ; €o) := .\(t; 0, (o) , (  1 .1e )

so nennt man die Abbildung g : IR x X --+ ,Y die allgemei,ne Ldsung des kontinuierlichen

dynamischen Systerns (1.18). Diese Bezeichnung wird im folgenden gelegentlich verwendet.

1.2 Quasibeschrinkte Liisungen linearer Prozesse

Im nfi,chsten Abschnitt dieses Kapitels soll der Hauptsatz iiber invariante Faserbiindel fiir kon-

tinrrierliche dynamische Prozesse bewiesen werden. Der fiir die Charakterisierung dieser Fa-

serbiindel zentrale Begriff ist die Quasibeschriinktheit, der dieser Abschnitt gewidmet ist.

Zur Motivation des Begriffes sollen zund.chst endlichdimensionale, homogene lineare Diffe-

rentialgleichungssysteme betrachtet werden. Sei dazu das M-dimensionale System

(1 .20)

mit einer Matrix A e KM'M gegeben. Die im letzten Abschnitt definierte Ubutg.ogt.bbildung

iD dieses Systems ist eine Abbildung mit Werten im Raum L(K*),kann also in kanonischer Weise

a,ls Abbildung mit Werten im Raum ylMxM aler M x M-Matrizen aufgefa0t werden. (Siehe

anch Bemerkungen zur Notation.) Die explizite Form dieser Ubutg*gsmatrix wird im Anhang

angegeben: Unter Verwendung der in Definition A.3.2 definierten Matrixexponentialfunktion

erhdlt man iD(f,s) - s'{(t-s) (vergleiche Satz A.3.3). Die allgemeine Losung ) von (1.20) lautet

demnach
\ ( t ; r , { )  =  eA( t - ' )q  '

In Satz A.3.4 wird ferner gezeigt werden, da3 fiir beliebiges a > o!^*(A) eine Konstante 1i =

/r:(a) ) L existiert, so da0

llen(t-r); I S I{ e"o-") fiir ailu t ) r (  1 . 2 1 )

erfiillt ist. Fir beliebiges r € IR und { e n<M gilt also

l l , \ ( t ; r ,Ol l  < / ( l l€ l le"( ' - ' )  f i i r  a l le t  )  r  .

Bei gegebenem a € ]R weisen somit - unter gewissen Voraussetzungen an die Eigenwertrealteile

der Matrix A - alle Lrisungen von (1.20) fiir t --+ m dieselbe, von o abhd,ngige, "exponentielle

Abklingrate" auf. Diese Eigenschaft wird als Quasibeschrdnlctheit bezeichnet und ist Gegenstand

der folgenden Definition.

15
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Abbildung 1.2: Quasibeschrdnkte Abbildungen

Definition 1.2.1 Gegeben seien einq €lF.., ein Bonachroum X, ein Inter"uall l C IR und eine

stetige Abbildung g: I --+ X.

(a) g heifit q+-quasibeschrd.nkt od,er r1-qtasibeschrlnkt fiir t --+ @, u)enn I nach rechts unbe-

schrdnkt ist und fiir ein (und damit, wegen iler Stetigkei,t aon g, fiir jedes) r € I gilt:

s u p { l l e ( t ) l l e - q t : t  > ' }  <  - .

In diesern FaIl definiert rnon llglll, := sup{llg(t)lle-nt : t ) r}.

(b) g heiflt 4--quasibeschriinkt od,er q-qtasibeschriinkt fiir t --+ -&, u)enn I noch links unbe-
schrdnlct i.st und fir ein (und d,omit fur ied,es) r € I gilt:

sup{l ls(t) l le-qt :  t  ( r} < oo .

In d.iesem Fall defini,ert rnon l lgl l ;r : :  sup{l lg(t) l le-nt : t  <-r}.

(c) g hei$t ry-quasibeschrinkt, wenn'I = IR rs, und g die folgenl,e Abschd,tzung erfiillt:

sup{l le(t) l le-qt :  t  € IR} < oo .

Man setzt d,ann l lgl ln := sup{l lg(t) l le-at : t  € R}.

Einige Bemerkungen sollen diese wichtige Definition ergd.nzen. Sei dazu g : IR -+ ,1 eine stetige
Abbildung.

(a) g ist genau dann 4-quasibeschrinkt, wenn fiir alle t € IR

l lg(r) l l  S c", '

gilt, mit einer Konstanten C > 0. (Siehe Abbildung t.2(a).)
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(b) Fih T = 0 entspricht die ?-Quasibeschrinktheit der gew<ihnlichen Beschrd,nktheit von ,{-
wertigen Abbildungen. Ferner ist g genau dann r7+-quasibeschrd,nkt, wenn fir ein r € IR
die Einschriinkung gl(",-) beschriinkt ist. Analog ld,fit sich die q--Quasibeschrinktheit
charakterisieren. (Siehe Abbildung 1.2(b).)

(c) Ist T I 0, so klingt eine r7+-quasibeschriinkte Abbildung g fiir f --+ oo exponentiell ab.
(Siehe Abbildung t.z(c).)

(d) Ist T ) 0, so klingt eine 4--quasibeschrd,nkte Abbildung g fiir / --+ -oo exponentiell ab.
(Siehe Abbilduns 1.2(d).)

(e) Die Nullabbildung ist 4-quasibeschriinkt fiir beliebiges 4 € IR.

Wie das Beispiel vom Beginn dieses Abschnittes zeigt, tauchen quasibeschrinkte Abbildungen in
natiirlicher Weise als L6sungen endlichdimensionaler linearer Systeme auf - sofern man an die
Eigenwerte der definierenden Matrix gewisse Forderungen stellt. Da.riiberhinaus ld,flt sich zei-
gen, dafi unter bestimmten Voraussetzungen ein derartiges System genau eine quasibeschrdnkte
Liisung besitzt.

Wie sieht nun aber die Situation bei nichtlinearen Systemen, bzw. allgemeiner bei kontinu-
ierlichen dynamischen Prozessen aus? Unter welchen Voraussetzungen besitzt ein dynamischer
Proze0 genau eine quasibeschrd,nkte Liisung, und wann sind alle Losungen eines Prozesses qua-
sibeschrinkt?

Die Beantwortung dieser Fhagen wird fiir die Konstruktion der invarianten Faserbiindel von
zentraler Bedeutung sein. Die entsprechenden Ergebnisse sollen im folgenden zusammengestellt
werden; sie entstammen im wesentlichen den Arbeiten AuLsacH [3] und Hrlcnn [13], sowie der
Vorlesung Aulnncu [4].

Das erste Lemma behandelt (nicht notwendigerweise linea.re) Storungen linearer dynamischer
Prozesse. Es werden Bedingungen angegeben, unter denen ein derartiger ProzefJ genau eine fiir
f --+ -oo quasibeschrlnkte Losung besitzt. Die zentrale Forderung an den ungestcirten linearen
ProzeS ist fiir a,utonome Prozesse im wesentlichen die obige Eigenwertbedingung. Bei beliebigen
dynamischen Prozessen steht der Begriff des Eigenwerte.s natiirlich nicht mehr zur Verfrigung.
Aus diesem Grund wird im allgemeinen Fall fiir die Ubergangsabbildung eine Abschd,tzung
wie in (1.21) gefordert, die im endlichdimensionalen autonomen Fall ja eine Konsequenz der
Eigenwertbedingung ist (vergleiche Satz A.3.4).

Lemma 1.2.2 Gegeben sei der parameterabhd,ngige, kontinuierliche dynarnische Prozet|

i  = A(t)r  + f ( t , r ,p)+ fo( t ,p) 1r.22)

mit einem nach links unbeschrdnkten Interuall I C R", Banachrtiumen X und P, sowie stetigen
Abbild,ungen A: I -- L(X), f : IxXxP -- X und. fs: IxP --- X;Q sei d.i,e Ub"rgorg"obbitd,ung
des linearen Prozesses i = A(t)r. Ferner gelte fiir beliebiget,se I, r,i e X undpe P:

l l O ( t , s ) l l 3  K " " ( - ' )  f u ,  t  )  s , (1 .23 )

f  ( t ,0 ,p)  - -  0  ,  (L .24)

l l f ( t , r , p ) -  f ( t , i , p ) l l <  L l l *  -  r l l ,  ( 1 .25 )

mit Konstantena € lR, I f  )  |  und L>0. Dann gi l t  f i r  bel iebigesl > a+ I{L undr e I :

Ist fiir alle p e P die Abbildung fr(.,p) 1--quasibeschrd,nkt mit

1 7

l l /o(.,p)l l;..,5 u fi ir ein M e JRf, , (  1 . 2 6 )
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so besitzt (1.22) ftr jedes p €P gen&u eine 1--quasibeschrtinkte Ldsung p(.,p) und es gilt:

l l r , ( . ,p) l l ; ,<;#_url l lo(. ,p) l l i . , .  Q.27)

D a r i i b e r h i n a u s i s t d i e  A b b i l d , u n g p :  I x P  - - - +  X  s t e t i g .  I s t I : R . u n d f o ( , p ) s o g o , r . y -
qttasibeschrd,nkt, so 'i,st au,ch p(.,p) 7-quasibeschrrinkt und es gi,It:

l l i , ( ' ,p) l l ,  s ; : - * l l / . ( ' ,p)11 ' .  (1 .28)

Bemerkung: Das Lemma ist auch auf Prozesse der Form

i = A ( t ) r 1 F ( t , n , p )

anwenrlbar, wenn die Abbildung F: I x X xP --+.Y den Bedingungen

l lF(t ,r ,p) -  F(t ,n,p)l l  !  Ll l r  -  nl l  und l l r ' ( t ,0,p) l l ; . ,  < M

geniigt: Man setzt dann einfach

f  ( t , * , p )  : =  F ( t , r , p )  -  F ( t , 0 , p )  ,

f o ( t , p )  : =  F ( t , 0 , p ) .

Beim Beweis des Hauptsatzes wird das Lemma in dieser Form angewandt, ohne dafi dies explizit
erwfihnt wird.

Beweis: Wegen (1.25) erfii l lt der ProzefJ (1.22) die Voraussetzungen von Satz 1.1.L; alle Losun-
gen existieren also auf ganz f und sind eindeutig bestimmt. ,\ sei die allgemeine Lrisung gemd,fi

S a t z  1 . 1 . 1 .
Der Beweis ist in fiinf Abschnitte unterteilt. In (I), (II) md (III) whd der Spezialfall

1 = (-oo,r] behandelt, in (IV)wird das Lemma fiir ein beliebiges nach links unbeschrinktes
Intervall / C n und beliebiges r € .I bewiesen, und in (V) wird abschliefJend die zu (1.28)
gehorige Aussage des Lemmas nachgewiesen.

( 1 ) S e i z u n d , c h s t / = ( - m , r l , f o ( t , p )  = 0 a u f " I x P u n d  L = 0 , , d . h . / ( t , r , p ) = -  0 a u f  - I x X x P .
Ist p(f) - O(r,r){ eine beliebige 7--quasibeschrd,nkte L<isung von i : A(t)r, so folgt fiir alle
t < - r m i t ( 1 . 2 3 ) :

l l g l l  :  l l o ( r , t )o ( t , rX l l :  l l a ( r , t ) r r ( t ) l l  <  l l o ( r , t ) l l . l l p ( t ) l l  <

d c n n n a c h V o r a u s s e t z u n g i s t T > a + K L = o . A l s o i s t p ( t ) = 0 d i e e i n z i g e T - - q u a s i b e s c h r d , n k t e
Lcisung von (1.22). Ferner ist die Abschd,tzung (L.27) erfii l lt.

(II) Sei nun .f = (-m, rl, fo beliebig und -[ = 0, d.h. f(t,*,p) = 0 auf I x X x P. Die
Eindentigkeitsaussage des Lemmas folgt unmittelbar atts (I), denn die Differenz zweier verschie-

dener 7--quasibeschrd,nkter Lcisungen von i = A(t)n * fo(t,p) zum Parameter p € P wd,re eine

niclrttriviale 7--quasibeschrd,nkte L<isung von i = A(t)r. Um die Existenzaussage zu beweisen,

definiert man p durch

t t ( t , p ) , =  [ '  i D ( r , s ) / 6 ( s ,  p ) d s .
J - o
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Wegen
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|  |  O( f  ,  s ) /6 (s ,  p ) l  |  <  |  |  o ( t ,  s ) l  le " "  I  l /o ( ' ,  p ) l  l i  1  <  M l la \ ,  " ) l  l " ' "  1  I {  M eot  e ( -v - ' ) ' ,

fiir alle p e P und s ( t, sowie der Beziehungen

a
fr* (r,s).fo(s, p) =,4(t)o(t, ")/o(", p)

und 7 > a-l IiL = a erfii l lt p die Voraussetzungen der Lemmata A.1.1 und A.1.2 (Anhang,

Seiten L2I,l22). Damit ist p: I xP ---+,t stetig, F(,p) differenzierbar und es gilt

i ( t ,p) :  o(r,r) /o(r,  i l  + l '  ***U,s)/s(s,p)ds 
= . fo(t ,  p) + I '  *A(r)o(r,  

s), fo(s, p)d":

:  A(t)p.( t ,p) t  fo(t ,p) ,

d.h. p(.,p) ist eine L<isung von i = A(t)n * fo(t,p). Die Abschd,tzung (L.27) ergibt sich wie

folgt:

l lp( t ,p) l l  < [ '  l lo(r ,  s) l l  .  l l /o(" ,p) l  la"  < [ '  11"a\ t -s)" ts l l /o(" ,p) l l " -  1 'd,s 1
J - a  J - a

It-

fillf,(,il11;,.,""
fiir alle t € .I und p €P, also

t(
l l r ' f t ,p) l l "-" 17:; l l f ' t ' ,p) l l ; . ,  f i i r  al le t  1 r ,

d.h. l lp(. ,p) l l ;1 S * l l /o(. ,p) l  l ; , . ,  = ;#*r l l lo( ' ,e) l l ; . , .
(III) Seien nun tr ) 0 und /e beliebig, / = (-oo,r]. Der Beweis verwendet den Banachschen

Fixprrnktsatz. Sei dazt B der linea.re Raum aller stetigen Abbildungen u : I x P --+ .Y mit den

folgenden Eigenschaften :

o Fi i r  bel iebiges peP ist  z( ' ,p): I  --+ X eine 7--quasibeschrinkte Abbi ldung'

o Die Menge { l l "( . ,p) l l ; .^, ,  p € P} ist  nach oben beschrinkt.

Definiert man auf 6 eine Norm durch

l l l z l l l  : =  sup { l l z ( . , p ) l l ; . , '  p  €P}  ,

so wird 6 dadurch zu einem Banachraum.
Zur Konstruktion einer Kontraktion auf 6 sei u e B beliebig. Betrachte nun den dynamischen

ProzeS
i =  A ( t ) r +  f ( t , , r ( t , p ) , p ) *  f o ( t , p ) .  ( 1 . 2 9 )

Da fiir alle t € .I wegen (7.24), (I.25) und (1.26) die Abschiitzung

l l f  (t, u(t, p),p) * fo(t, p)l lu-" <
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erfiillt ist, kann man (II) auf (1.29) anwenden. Es existiert demnach eine stetige Abbildung
u* : f xP -- X, so dafi u.(.,p) die eindeutig bestimmte 7--quasibeschriinkte Lcisung von (1.29)
znm Pa,rameterp €P ist, und fiir beliebige p€P gilt:

. 4trtl lull l+ M) ,"  ' ' l  - 0  "  ' y - a

d.h. z* € B. Definiert man nun
T u : = u * e B ,

so folgt hiera,us mit (1.30):

l|€,)(.,p)ll;,, < *Q,ll,(.,p)ll;.,, + ll/,(.,p)ll;.,) . (  1 . 3 1 )

Beirarrptung: Die Abbildung T : B -- B ist eine Kontraktion.

Seien dazn u1,u2 € 6 beliebig. Dann ist fiir jedes p e P die Abbildung (74 - Tu")(.,p) eine

7--cpasibeschrd,nkte L<isung des Prozesses

i =  A ( t ) r +  f ( t , u J t , p ) , p ) -  f ( t , u z ( t , p ) , p ) .  ( 1 . 3 2 )

Wie (1.29) erfii l lt auch (1.32) die Voraussetzungen von (II). Mit (1.25) und (1.27) erhdlt man

f i i rbe l ieb igesp€P

l l(rr,-ruzX.,p)l l;,, s fll l(r, 
- uz)(.,p)11,,., s f+lllr,- r,ll, ,

unrl damit schlie3lidr durch Bildung des Supremums

lllr,, - r,,11< f+1t,, - ,,lll .

Gemi3 Voraussetzung ist ,y > a + I( L, d.h. # < L. T ist also eine Kontraktion und besitzt
nach dem Bana,chschen Fixpunkt satz A.2.L einen eindeutig bestimmten Fixpunkt in 6.

Sei p € 6 dieser eindeutige Fixpunkt und p € P beliebig, aber fest. Wendet man die obige
Fixpunktargumentation auf den dynamischen Proze3

i  = A(t)x + f ( t , , r ,p)+ fo( t ,p) (  i .33)

an, der jetzt allerdings wie ein pararneterunabhcingiger ProzeS behandelt wird, so erhd,lt rnan

sofort: (1.33) besitzt gena,u eine 7--quasibeschrinkte Lirsung, denn eine 7--quasibeschrf,,nkte
Abbildung ist offensichtlich genau dann Losung von (1.33), wenn sie ein Fixpunkt der Abbil-

dung 7 ist. (Der betra,chtete Banachraum B ist in diesem Fall einfach der Raum aller 7--
q u a s i b e s c h r i n k t e n , s t e t i g e n A b b i l d u n g e n / - '  X m i t  d e r N o r m l l l  ' l l l  : l l ' l l ; . , . )

Nach Konstruktion ist also p(.,p) diese eindeutig bestimmte 7--quasibeschrd,nkte Losung

von (1.33) zum Para,rneterp€ P, und wegen p€B ist  die Abbi ldung tr t :  I  xP --  X stet ig.

Bleibt nur noch die Abschiitzung (L.27) nt zeigen. Unter Beachtung vonTp,(,p) = t(,p)
folgt <lazu aus (1.31)

llp(.,p)ll;,., s #llp(.,p)11,,., - -o, _ "Ll/o(.,p)lli., ,
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und schlie0lich
f{

l lt '(,p)ll;,, S ; _;_ t; t l l/o(' 'p)ll;., .

llt ll!,., ( n|lp(r)|| e-1' * ;:-Tl|/,||1.,, 
.

21,

Damit ist ([il) vollstd,ndig bewiesen.

(IV) Ist.f C lR ein beliebiges nach links unbeschri.nktes Intervall und r € -I beliebig, so existiert
wegen (III) nt jedem p e P eine eindeutig bestimmte 7--quasibeschrd,nkte Losung tt(,p):
(--, rl --. X von (1.22), und die Abbildung it , (-*,rl x P --+ X ist stetig. Man iberzeugt
sich leicht, dafi dann p: I xP - X, definiert durch

p.( t ,p) ;= )( t ;  r , fu(r ,p) ,p)  ,

den Forderungen des Lemmas geniigt.

(V) Sei nun -f = IR, .fo(.,p) fiir jedes p e P eine 7-quasibeschrilnkte Abbildung und L > 0
beliebig. Gemlfi (IV) enstiert fiir p € P eine eindeutig bestimmte 7--quasibeschrlnkte Losung

t ' ( ,p) von (1.22),  und mit  l l /o(. ,p) l l ; . "  S l l / ' ( . ,p) l l . '  f i i r  al le r  € lRfolgt aus (1..27):

n'
l lt '(.,p)11,,., S 

, _;_ trt l l l"(.,p)l l.y 
f i ir alle r € lR.

Fiir r -- oo erhdlt man schliefilich:

l lp(.,p)l l-, = Ig lh,( ',p)l l ;,, s;jtrr, l l /o(',p)11.,, ,

d.h. p(.,p) ist 7-quasibeschrilnkt und erfii l lt die Abschitzung (1.28). O

Das zweite Lemma behandelt ebenfalls Prozesse der Form (L.22). Im Gegensatz ztLemma 1,.2.2
werden jedoch Bedingungen angegeben, unter denen jede L6'sung des betrachteten Prozesses
quasibeschriinkt fiir t -r oo ist. Das Lemma ist fiir parameterunabhingige Prozesse formuliert.

Lemma 1.2.3 Gegeben sei der lcontinuierliche dynam'ische Prozefr

t = A ( t ) x + f ( t , n ) + f o ( t ) (1 .34)

mit, einem nach rechts unbeschriinlcten Interuall I C R., einem Banachraum X, sow'ie stetigen
A b b i t d , u n g e n A : I - - L ( X ) , f : I x X - - + X u n d f s : 1 " + X ; Q s e i d . i e U b e r g o r g t o b b i l d u n g d e s
I'inearen Prozesses 6 = A(t)r. Fem,er gelte f{ir beliebiget,s € I und r,i € X:

l l 0 ( t , s ) l l S K e o ( ' - ' )  f { i r  f  ) s ,

/ ( t ,o ;  =  I  '

l l / ( t , r )  -  f ( t , t ) l l  <  L l l r  -  a l l ,

m'it Kon-ctanten a € IR, If ) 1 und L > 0. Dann gilt filr beliebiges j > a + I{ L und r e I :
Ist fs eine 1+-quasibeschriinkte Abbildung, so ist jede Lisung p I I '-+ X uon (1.3/,) ebenfalls

7+ -quasibeschrd,nkt und es gilt:

(  1 .35)

(  1 .36 )

(  1 .37 )

(  1 .38)
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Beweis: Wieder existieren wegen Satz 1.1..1 alle L<isungen von (1.34) auf ganz.I. Sei p: I -' X
eine beliebige L<isung von (1.34) und r € .I beliebig, aber fest. Dann erhdlt man durch Variation
der Konstanten (Satz 1.1.3)

tl(t) :- a|,r)1t(r) + l,' 
ott,sX/(s, p(s)) + /6(s))ds

nnd damit unter Anwendung von (1.35), (1.36) und (1.37) fiir alle t ) r:

l lp( t ) l l  < . .  
J r

S I ie'u- ') l l t t ( l -) l l+ I{e" 
f ,  

"-"(Ll lp(") l l+ l l / . (") l l )ds =

= Ke.(,- ,) l l t (r) l l+ KLeot 
l , '  l l r t" l lk-o,d,s* r(e' ,  

f , l l / r(") l  1r-t ,e.--o)"d,s <

= r""' (l lu@ ll"-" * t l, ' l lp(")l le-"ds+ frttr"l l l.,1"{,-'t ' 
- "ti-"r'1)

NIit den Abkiirzungen

A(t) :: l lp(t)l l"-" ' und r(r) := r{l lp(r)l le-"' +;\l l /oll l .y(r( '- o)t - "(t-a)r1

folgt: 
1t

A(f) < r(t) + U t 
J,A(s)ds 

fi ir alle t 2 r .

Anwendung des Gronwall-Lemmas (Satz 1.1.4) liefert fiir alle t ) r:

A ( r )  S  r ( t )  +  I t L  [ '  r ( s )eKL( ' - i ds .
J T

Ivlit partieller Integration erhdlt man weiter:

A(t) < J,

= r(r) + r iLeKLt (-#r-"r(") l l  + # l , ' , ' {r1"-*"a") 
=

= I(t) - I(t) + l(r)eKL(t- ' t  + eKL' [ '  t t l l t" l l l , . ,"( '-o-* '"d, =
J r

:  T ( r )ex t ( t - ' )  +  r r ; ;6111 , r * t r ;_  J_  t ; t1eo-o-x t ) t  
-  " ( t -o -KL) r1  <

Darans folgt durch lvlultiplikation mit p@-t)t fiir alle t ) r:

l l l r ( t ) l l e - ? ' <

j - o - I { L

= I{l lp,(r)l le-1' * ;:-Tr ll/'lll''

r  t^ l
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Abbildung 1.3: Die allgemeine Losung des Beispieis

p ist also 7+-quasibeschri,nkt und erfiillt die Abschitzung (1.38).

Zur Illustration sollen Lemma 1.2.2 und 1.2.3 auf die folgende skalare Differentialgleidung an-
gewandt werden:

(1.3e)

Setzt man A(t) := -3, f ( t , r) := cost s ino,. fo(t)  r= e-t  f i i r  t  )  0 und /o(t)  : :  L f i i r  t  (  0,  so
erfiillt (1.39) die Voraussetzungen der Lem-ata mit K : L,a = -3 und .t = L. Fiir 7r : 0 folgt
aus Lemma 1.2.2,d,a$ (1.39) genau eine auf (--,0] beschrinkte Losung besitzt; Lemma 1.2.3
liefert mit y - -1, da0 alle Losungen fiir t --+ oo exponentiell abklingen. (Vergleiche Abbildung
1.3 . )

Die bisher angegebenen Lemmata behandelten Storungen linea,rer Prozesse, deren iibergangsab-
bildungen fiir t --r m quasibeschriinkt sind. Betrachtet man noch einmal das homogene linea.re
autonome System (1.20) von Seite 15, so ltann man zeigen (siehe Anhang, Satz A.3.4), da3 fiir
beliebiges 0 < oki^(A) eine Konstante K = K(B) ) l existiert mit

l f e l ( r - , ) 1 1  < y " e ( - s )  f i i r a l l e  f  ( s ,

d.h. die Uborg-,gt-atrix - und damit auch alle Lrisungen von (1.20) - ist B- -quasibeschrinkt

fiir beliebiges B < oLi.(A). Es..wlre also durchaus wiinschenswert, auch Storungen linearer
Prozesse zu untersuchen, deren Ubergangsabbildungen fiir t -+ -oo quasibeschrinkt sind. Die
entsprechenden Ergebnisse sind in den folgenden beiden Lemmata zusaurmengefa0t. Zunichst
das Analogon zu Lemma 1.2.2.

' ,  :  B(t)y * g(t, y,p) + so(t, p)

23

o

e- t  f i i r  t >0
1  f i i r  t < 0

i = -3r{ cosf ,i"r + 
{

Lemma 1.2.4 Gegeben sei d,er parametera,bhdngige, kontinuierliche dynamische Prozefi

(1 .40)
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mit. einem nach rechts unbeschrdnkten Interuall J C R. Banachrd,urnen ! und P , sowie stetigen
AbbikhmgenB: J --  L(y),  g:  JxlxP --+)) undgs: JxP -- ! ;V seidie ib"rgong"obbitd,ung
de.c linearen Prozesses i1 = B(t)y. Fenr,er gelte ftir beliebige t, s € J , y, y e y und p € P :

l l V ( t , s ) l l  < Y " o u - s )  f i i r  t ( s ,

g ( t , 0 , P ) : 0  ,

l lg ( t ,v ,p)  -  s ( t , -v ,p) l l  <  L l lv  -  9 l l  ,

f t
l lp( ' ,p) l l i , ,  < g _;_ rn l lso( ' ,p) l l l ,  .

l l t  ( ' ,p)11,,7j- url lgo(',p)l l, .

(1 .41)

(r.42)

(1 .43)

mit Konstanten B € IR, .f( ) I und, L > 0. Dann gilt f{ir beliebiges q < P - I{ L und r € I :
Ist fiir olle p €P die Abbild,ung go(.,p) r1+-quasibeschrdnkt mit

l l go( . ,p ) l l : . ,<M f t re in  Me lRo ' ,

so besitzt (1.10) fiir jedes p€P genau eine r1+-quasibeschrrinlcte Ldsung p(.,p) und es gilt:

( r .44)

(1 .46)

(1 .45)

D n r t i b e r h i , n a u s i s t d i e A b b i l d u n g  p :  J x P  - - - +  ) )  s t e t i g .  I s t J : B " u n d g o ( ' , p )  s o g a r q -
qrtasibeschrtinkt, so ist auch p(.,p) ry-quasi,beschriinkt und, es gilt:

Beweis: Der Beweis konnte ohne Probleme analog zum Beweis von Lemma 1.2.2 durchgefiihrt
werden. Um die Dualitiit zwischen den jeweiis vorliegenden Situationen nd,her zu beleuchten,

soll im folgenden jedoch Lemma 1.2.4 unmittelbar auf Lemma L.2.2 atrickgefiihrt werden.

D e f i n i e r t  m a n  r  : :  - J ,  A ( t ) : =  - B ( - t ) ,  f ( t , r , p ) ; =  - g ( - t , n , p ) ,  f o ( t , p ) : =  - g o ( - t , p ) ,

iD(t ,-*)  : :  ! [ ( - t ,  -s),  cv :--  -B und 7 := -T, so ist  O(t ,s) die Ubergangsmatr ix von r :  A(t)r

und der kontinuierliche dynamische Prozefi

i  = A(t)r  + f ( t ,n,p)+ fo( t ,p1 1r.47)

erfii l lt wegen (1.41), (1.42),, (1.43) und (l.aa) die Voraussetzungen (1.23), (L.24), (1.25) und

(1.26) von Lemma t.2.2; l ist nach links unbeschrd,nkt, da J nach rechts unbeschrd,nkt ist.

Ferner gilt:

o Die Ungleichung ''l > a * IiL von Lemma t.2.2 ist der Ungleichung q < 13 - IiL von

Lemma 1.2.4 d,quiralent.

o Eine Funktion )(f) ist genau dann Losung von (1,.47) zum Parameter p € P, wenn )(-r)

eine Lrisung von (1.40) zum Parameter p ist.

o Eine Funktion ,\(t) ist genau dann 7--quasibeschrd,nkt, wenn )(-r) 4+-quasibeschrinkt
ist. Insbesondere ist also /s(',p) genau dann 7--quasibeschrd,nkt, wenn go(',p) ,t+-

quasibeschrd.nkt ist.

Damit sind die Behauptungen in Lemma 1.2.4 direkte Folgerungen aus den entsprechenden

Aussagen von Lemma I.2.2; die Abschd,tzungen (1.45) und (1.a6) folgen unmittelbar aus (1.27)

unrl  (1.28).  O

Durch vrillig analoge Uberlegungen ldBt sich das folgende Gegenstiick zu Lemma 1.2.3 beweisen.
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Lemma 1.2.5 Gegeben sei der lcontinuierliche dynamische Prozef

i = B ( t ) s * g ( t , , i l + s o ( t ) (  1 .48)

mit ei,nem nach links unbeschrtinkten Interuall J C 8", einem Banachra.um !, sowie stetigen
Abbild,ungen B: J -- L(!), g: J x! - ! und, gs: J --+ !;V sei die Ubergangsabbildung des
linearen Prozesses 't = B(t)y. Ferner gelte filr beliebi,ge t,s € J und, y,y € !:

l lV( t ,s ) l l  <  K"ut ' - " )  fu ,  t  I  s ,

s ( r ,0 )  :  0  ,

l l g ( t , v )  -  e ( t , t ) l l  <  L l l v  -  l l l  ,
mit  Kons tan ten  B €  lR , . f f  2L  undL> 0 .  Dann g i l t f i rbe l ieb igesq <  B-  I (L  undr  €  J :
Ist gg eine 1--qua-cibeschrdnkte Abbildung, so i,st jede L6sung p,: J ---+ ! uon (1.48) ebenfalls

7- -qrr,asibeschrtinkt und es gilt:

l lpl l i , S rcllp(r)l l  e-q" * T_f_Tf l le' l l ;, .

Mit Lemma 1..2.3 und Lemma L.2.4 sind bereits alle Hilfsmittel zur Konstruktion invaria,nter

Faserbiindel bei kontinuierlichen dynamischen Prozessen bereitgestellt, so daf3 im nd,chsten Ab-

schnitt der Hau,pt-eatz il.ber inuariante Faserbilndel bewiesen werden kann.
Noch eine abschlie0ende Bemerkurg zu Lemma 1.2.2 und Lemma 1.2.5: Diese Hilfssitze

werden beim Beweis des Hauptsatzes nicht benritigt, da man sie im vorliegenden kontinuierlichen
Fall durch eine einfache Anwendung der Zeitumkehr ersetzen kann. (Ganz im Gegensatz zu dem

in Kapitel 2 behandelten diskreten Fall!) Sie wurden dennoch in diesem Abschnitt explizit

angegeben, da sie einerseits fiir sich genommen bereits interessante Ergebnisse sind, und da man
an ihnen a,ndererseits die beim Beweis des Hauptsatzes verwendete Zeitumkehr exemplarisch

vorfiihren kann.

L.3 Der Hauptsatz iiber invariante Faserbiindel

Wie bereits mehrfach angedeutet wurde, soll in diesem Abschnitt fiir gewisse nichtautonome

Differentialgleichungen in Banachrd,umen die Existenz invarianter Faserbiindel bewiesen werden.

Die Konstruktion dieser Faserbiindel verwendet den im letzten Abschnitt vorgestellten Begriff

der quasibeschrd.nkten L6sung.
Bevor der zentrale Satz 1.3.1 angegeben und bewiesen wird, sollen die grundlegenden Ge-

danken am Beispiel homogener linea,rer autonomer Systeme kurz dargelegt werden. Sei dazu
das System
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,t -- A1
l v  =  B v  I

(1 .4e)

< oI ' i"(B)
= Ar bzw.

mit Matrizen A € yMxM und B € KN'N gegeben. Ferner gelte o[.*(A) < " < 13
mit Konstanten o,0 e n. Fiir die Ub"tg-tgt-atrizen O(t,s) bzw. V(t,s) von i

ll = By gilt dann wie im letzten Abschnitt:

l l o ( t , s ) l l  <
l l v ( t , s ) l l  <

f i i r  t ) s

f i i r  t ( s

mit einer Konstanten .K > 1. Die Lemmata des letzten Abschnittes ergeben fii;r 1 := ff:
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o Alle Losrrngen von i : 4c sind 7+-quasibeschrinkt.

o Die triviale L6sung von i = ,4c ist die einzige 7--quasibeschrilnkte Losung.

o Alle Losungen von g = By sind 7--quasibeschrenkt.

o Die triviale Lrisung von 3) = By ist die einzige 7+-quasibeschrinkte Losung.

Setzt man nun

5 o  : =  { ( r , ( , ? ) € R x K M  x K l I  : ? = 0 } ,

Ro :=  { ( r ,€ ,? )  €  lR ,  x l f ( . �M x  KN :  ( :0 }

und bezeichnet ) = ()r,lr) die allgemeine L<isung von (1.49), so folgt mit obigen Aussagen:

S0 = {(r ,€,  ry) :  )z(. ;  r , t , r i  ist  7+-quasibeschrd,nkt }  ,

-Ro = {(r ,  €,1) :  )r( . ;  r ,€,T) ist  7--quasibeschrinkt }  .

Ferner sind sowohl ̂ 9e als auch Bs invariante linea,re Unterriume fiir (1.49): Eine Losung, die

auf Se oder -Rs startet, bleibt fiir alle t € n. in dem jeweiligen Unterraum.
Diese Konstruktion invarianter Mengen mittels quasibeschrd,nkter Lcisungen lilfJt sich auch

auf gewisse nichtlineare Prozesse iibertragen. Die invarianten Mengen sind im allgemeinen je-

doch keine linearen R,i,ume mehr, sondern invariante Faserbiindel. Die genauen Ergebnisse sind

in dem folgenden Satz enthalten, der bereits in AuLsA,cu [3] bzw. AuLsacH [a] fiir parame-

terrrnabhd,ngige, endlichdimensionale, autonome bzw. nichtautonome Differentialgleidrungssy-

steme bewiesen wurde.

Satz 1.3.1 Gegeben sei der uon einem Parameter p €P abhd"ngige Proze$

v -

A(t)r  + F(t , , r ,a,p)
B( t )y  *  G( t , r ,U ,p)

(  1 .50 )

mit Banachriiumen X, ! undP, sowie stetigen Abbildungen A: lR -- L(X), B : IR -- L(y),
.F  :  lR  x  X  x !  xP  -  X ,  G  :  lR  x  X  x !  xP  - -+  !  m i t  F ( t , 0 ,0 ,p )  =  0 ,  G( t ,0 ,0 ,? )  :  0  au f
IR x P. Fenter gelte:

(H1) Die Ub"rgorgtobbildungen Q bzw. {t der linearen Prozesse i = A(t)r bzw. i1 = B(t)y
erfiillen die Abschritzungen

l l o ( t ,  s ) l l  <
l l v ( t , s ) l l  <

mit Konstanten Ii ) 1 und a < B.

( H 2 )  F l i r  a l l e t e  I R ,  p €  P  u n d ( r , y ) , ( i , y ) e X  x !  g i l t

l lF ( t , r , y ,p )  -  F ( t , r , ! ,p ) l l  <

l l G ( t , r , y , p )  -  G ( t , i , y , p ) l l  <

m i t 0 { t . # .
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Wegen Satz 1.1.1 eristieren aIIe Ldsungen uon (1.50) ouf ganzR"; di,e allgemei,ne Liisung uon
(1.50) sei  )( t ;  r ,€,r l ,p) = ()1(f ;  r ,€,T,p), \2(t ; r ,€,r t ,p)) .  Mit  7 , :  # gelten dann folgende
Aussagen:

(o) Es sibt eine ",:"",:rT;,::;::r:;:,": 
.T*":;i;,,

:  { ( t ,€,  q,p) :  )r( . ; r , { ,  r1,p) ist l+-quasibeschrr inkt}  .

Diese Abbildung ist stetig und, es gilt:

(i) Fil,r alle r € R. und p € P ist ss(r,0,?) = 0.

(ii) Fur alle r € lR, {r, €z € X und p €P gilt:

l l "o( ' ,  €r ,p)  -so(r '€z,p) l l  = f f i l l { ,  
-  { r l l '

(iii,) Ftir alle r € R., € € X und p €P gilt:

l l ) r( . ;  r ,( ,se(r,  €,d,dl l l , . ,  <
.  \ t ,  - " ) ( P - a - 4 1 { L ) /

l l)r( ' ;r,{,se(r, €,p),p)l l!. s ,vjt"\ l: 
" - ' l t=!)l 

l( l le-"t r , ' r  j  
@  _  " ) @  _  a  _ 4 1 i 2 ; " = , ' "

d.h. ),(.; r, {, ss(r, €,d,p) ist 1+ -quasibeschrrinkt.

(iu) Der Graph So ist ein inuari,antes Faserbiindel uon (1.50) in folgendem Sinne: Ist
(r,t ,n,p) € ,5e, so gi l t  (t , \(t ;r,€,n,p),,p) € Ss f ir al le t € R.. Man nennt Ss das
^9o-Faserbiindel von (1.50).

(b) Es gibt eine eind,eutig bestimmte Abbildung rs : IR x y x P ---+ X mit

.8o := { ( r , rs( r ,T,p) ,n ,p)  :  r  €  IR,  q  e ! ,p  e P}
= {(r, €, T,p) : )t(.; t, €,rt,p) ist 1- -quasibeschrd,nkt} .

Auch die Abbildung rs ist stetig und es gilt ferner:

( i) Fi ir al le r eR und p €P ist rg(r,0,p) = 0.

(ii) Ftir alle r € R, ?r, \z e ! und p eP gilt:

l l ' o ( ' ,  T r , p ) - r o ( r , e z , p ) l l  <  f f i l l , t , - , t r l l  
.

(iii) Fiir alle r €IR, ? € ! und p €P gilt:

l l ) , ( . ;  r , rs ( r ,  r l ,p ) ,T l ,d l l .  -  <t ' , ' ' r  \  
w - 0 ) ( p - o - u i D l l n l l " '  

'

l l ) r ( . ;  r , rs(r , r t ,p) , r t ,d l l ; . " ,  < (x + ; ;  r : ! "L '  ,  r ,^)  l l r l l " -"
\  \ t , - o ) ( B - 0 - 4 I i L ) /

d. h. \(. ; r, r s(r, T, p), T, p) ist 1 
- - quasibeschrd,nlct.

(iu) Der Graph Rs ist ein inuariantes Faserb{ind,el uon (t.50), das sogenannte Rs-
Faserbiindel.

27
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Abbildung 1.4: Die invarianten Faserbiindel des Hauptsatzes

(c) Die inaorionten Faserbdnd.el Ss und Rn hoben nur die tri,vi,ole Ldsung gemeinsam, d..h.:

.9on-Ro =  { ( r ,0 ,0 ,p )  :  r  €  IR ,p  eP\  .

Mit and,ercn Worten: Die triuiole Ldsung ist die einzi,ge 1-quosibeschrd,nkte L6sung uon
(1.50).

Bemerkung: Die Abschttzungen in (o),(iii,) und (b),(iii) impLzieren die folgenden Charakte-
risierungen von ,5s und Bs:

So = {(" ,€,  q, ,p) :  }( . ; r ,€,7,p) ist .y+-quasibeschrd,nkt}  ,
,% = {(r, (, tl,p) : l(.; r, €, q,p) ist 7--quasibeschriinkt} .

Diese Charakterisierungen werden in den folgenden Abschnitten mehrfach verwendet.

Beweis: (a/ Seien zund.chst r € lR und ( € .Y beliebig, aber fest gewd.hlt.

Beharrptung: Zr.  jedem p eP exist iert  genau ein ss(r,€,p) e ) ,  so daf i  Ar(. ; r ,€,so(r,  €,d,p)
7 +-quasibeschrd.nkt ist.

Der Beweis dieser Behauptung verwendet den Banachschen Fixpunktsatz. Betrachte dazu den
Iinearen Raum 6, aller stetigen Abbildungen p, : fr,a) x P --+ ) mit folgenden Eigenschaften:

o Fiir beliebiges p € P ist p(.,p) : [r, oo) --+ ] eine 7+-quasibeschrd.nkte Abbildung.

o Die Menge { l lp(. ,p) l l l . , ,  p € P} ist  nach oben beschrd,nkt.

Dieser Rarrm ist mit der Norm

l l lp l l l ' :  sup{ l lp( . ,p) l l f . , '  p  e  P}

ein Banachraum. Sei p € B, beliebig. Dann besitzt das Anfangswertproblem

l v
I

i = A ( t ) x + F ( t , x , p ( t , p ) , p )  ,  t ) r  ,  r ( r ) : 6
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wegen (H2) and Satz 1.1.1fiir beliebiges p € P eine Lrisung u(.,p) auf [r, oo), und die Abbildung
u:lr,m) x P +,Y ist stetig. Gemii0 Lemma 1.2.3 ist u(.,p) dari iberhinaus f i ir  al le p € P ^t*-

quasibeschrinkt mit

29

l l r ( . ,p) l l l ,  S r l l€ l  le-"  +; : -Tf  l l r ( . ,0,  t ( . ,p) ,p) l l l , . ,  S

Betrachte nun die Differentiatgleichung

1rl l{ l le-" '  - ; :+i l tpi l l

Wegen

(  1 . 5 1 )

\ ? - 0 - I i L ' " ) t l

f i i r a l l e t 2 r u n d p € P e x i s t i e r t n a c h L e m m a L . 2 . 4 f i d ' r j e d e n P a r a m e t e r w e r t p e P g e n a u
eine 7+-quasibeschrd,nkte Lrisung p"(.,p): [r,oo) --+ ] von (1.51). Ferner ist die Abbildung

p* : f r ,x)xP ---+ )  stet ig und wegen (1.45) und (1.52) inB,.  Damit l i i fJt  s ich durch

Tr ,€F:=  F*

eine Abbildung ?,,e : B, ".6, definieren.
Bevor der Banachsche Fixpunktsatz auf ?",q angewandt werden kann, miissen noch einige

Abscliitzungen hergeleitet werden.

Seien da,zu €r,{z € X, Fr,Fz € B, und p € ? beliebig, aber fest. u;(',p) sei die Losung des

Anfangswertproblems

i = A ( t ) x + F ( t , x , p ; ( t , p ) , p )  ,  t ) r  ,  r ( r ) - € t

Dann ist u(.,p):= ur(.,p) - u2(.,p) eine Losung der Differentialgleichung

i = A(t)n + F(t,,x 1 ur(t,p), Fr(t, '01,0' - F(t,uz(t,,p), pz(t, 'p),0'

die den Voraussetzungen von Lemma 1-.2.3 geniigt. (Die Voraussetzung
a * IiL.) Damit erhdlt man

,  t ) r ,

(H2) imptziert 7 )

I lr(.,p)lI l., < ri l lu(r,p)Ilr-," + #u; t l l t r(.,p) - t r(.,p)||1., ,

d.h .

l lrr(.,p) - ur(.,pi)ll l? s /rll€' - {rlle-" + --}!!--llp,(., p) - rrz(.,p)111,.,. (1.53)

sei nun Fi :: T,,e ,lti. Da.nn ist p.(.,p) = p,i(,p) - p\(,p) eine Lrisung der Differentialgleichung

i1  =  B ( t ) y  *G( t ,u t ( t , p ) ,F r ( t , ' p1 ,o r -  G( t ,uz ( t , p ) ,Fz ( t , ' p I , r ,  ,  t 2 r  ,

wobei fiir alle t ) r mit (1.53) die folgende Abschd,tzung erfiillt ist:

l lG (t,  v t(t ,  1t), tL {t,  p), p) - G (t,  vr(t,  p), trz(t,  p), p)l  le-1' (

= I, / i l l& - €rl le-, '  + =L(13 
-:),

' � -  g -  . - - ,u l la( ' 'P)-  t t ' ( 'P) l l l ' ' '
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Da p-(.rp) nach Konstruktion 7+-quasibeschrd,nkt ist, l iefert die Anwendung vor Lemrna 1.2.4

| |p,-( . ,p) | | l ,sf f i t |€,_{, | |e- , ,+u_'_z_Ltr t ' | | t , , ( . ,p)_t , , ( . ,p) | | | , . , ,

und mit T,,t,F; = pi folgt schlie8lidr

| | T , , e , t l t ( . , p ) _ T , , e , t l z ( . , p ) | | l , < & B _ * | | e , _ € , | | " - , , * B _ , _ _ L , , u | | t , , ( . , p ) _ t l z ( . , p ) | | | , , .
( 1 . 5 4 )

Damit lassen sich nun die Aussagen von (c) beweisen:

Fiir { = (r = (2 und beliebiges p e P liefert (1.54) die Ungleic-hung

l lT,.ett,( ' ,p)- T,,ertz(',p)l l l ,., s #r*l lpr(',p)- tr( ',p)l l!,, < ffu;rl l lp, 
- prl l l  ,

uncl durch Bildung des Supremums schlie0lich

lllr,,err, - T,,errzlll 3 t-2!!; llp' - rrzlll .t t ' -  p - 0 - 2 1 { L "

Wegen t  a  #  i s t2 I iL  <  P-a-21{L ,d .h .7 , ,€  i s te ineKont rak t ion  au f  B ,  -  bes i tz t  a lso
genarr einen Fixprnkt p,,6 e 8,.

Setzt man so(r,( ,p) := F,, t (r ,p),  so ist  of fensicht l ic"h ) ,2(t ; r , { ,so(r,  €,p),p) = F,,e(t ,p) auf

[r ,  -) ,  also ist  Ar(. ; r ,€,  so(r,  €,p),p) 7+-quasibeschrd,nkt.
Ist umgekehrt )2(.; r,€,n,p) 7+-quasibeschrd,nkt, so erhdlt man wie im Beweis von Lemma

l . 2 . 2 , d , a f i d i e E i n s c h r t n k u n g a u f  [ r , m ) g l e i c h  F , , E ( , p ) s e i n m u f i , d . h . t l = p , , s ( r , p ) = s o ( r , € , p ) .

Beuteis aon (i): Gemii8 Voraussetzung gilt fi ir beliebige r € IR und p €P: A2(t;r,0,0,p) : 0
arrf  IR, d.h. )2(. ;  r ,0,0,p) ist  7+-quasibeschrinkt.  Somit folgt  se(r,0,p) = 0 aus der berei ts
bewiesenen Eindeutigkeitsaussage.

Beueis uon (ii) und (iii): Seien p,,E, und p,,6, die Fixpunkte von 7,,g, b2w.7,,6,. Dann gilt
wegen (1.54) fiir beliebige p €P

l lr,,,e,( ', p) - tt,.e,( ',p)l l l ., =t#tl€, - €rl le-1' * #+"rl lp',e,( ', 
p) - tt,,e,( ',p)l l l ,

oder

| |p",e'( . ,p)_I l , ,c,( . ,p)| | l ,=ff i | |€ '_€,| |"_,, ,( 1 . 5 5 )

rrnd da,mit schlie3lich

l l to( t ,  €t ,p)  -  so(r ,€z,p) l l  = l l t t , ,s , ( r ,p1- t t , ,e,G,p) l l  <

r ' " r -  -  
@ - o ) ( B - a - 4 I i L ) , , "  

\ r r r  '

Fiir €z = 0 gilt offensichtlich F,,€, = 0 - und (1.55) ergibt mit { - (1 genau die in (iii) geforderte

Abschi, tzung f i i r  )2(. ; r , { ,ss(r,  €,p),p).Mit  Lemma 1.2.3, angewandt auf

i  =  A ( t ) r  +  F ( t , r , \ 2 ( t ; r , ( , s s ( r ,  € , p ) , p ) , p ) ,

folgt daraus auch unmittelbar die Abschitzung fiir )1('; r,{,ss(r,€,p),p).
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Beueis uon (iu): Seien (r, €,rl,p) € 5o und to € IR beliebig. Dann ist nach dem bereits be-
wiesenen )r( . ; rr€,r l ,p) 7+-quasibeschrinkt.  Wegen ) '2(t ; ts, . \ ( ts;r ,  €,r l ,p),p) :  )z(t ;  r ,€,T,p)

auf R (vergleiche (1.9)) ist  auch die F\rnkt ion )z(. ; te,)( ls;  r ,€, t l ,p),p) "y+-quasibeschrd,ukt,  d.h.

( to ,  ) ( to ;  r ,€ ,T , ,p ) ,p )  e  50 .

Bleibt nur noch die Stetigkeit von s0 nachzuweisen. Sei dazu ein Punkt (ro,to,po) € lR x

X xP beliebig vorgegeben. Wegen so(ro,€o,p) = P,o,Eo(rs,p) und P,o,€o e B,oist zund,chst die

Abbildung so(ro, €0, .) : P - ) stetig, woraus man mit Lemma A.2.5 und (ii) sofort folgert:

Die Abbi ldung so(ro,. ,  . ) :  X x P --  !  ist  stet ig.

Beachtet man ferner fiir alle (r,t,p) € IR x X xP die Giiltigkeit der Abschd.tzung

l l "o ( r ,  t ,d -  so( ro , (o ,po) l l  S  l l "o ( r ,  € ,d -  so( ro , ( ,p ) l l *  l l ss ( re , ( ,p ) -  so( ro , (o ,po) l l  ,

so ist also - um die Stetigkeit vor.ss in (re,€o,po) zu bestd,tigen - nur noch die folgende

Behauptung zu beweisen:

Zubel iebi ,genx€ >0 exist iertein6 > 0, so daf i  f i l r  al ler e B5(rs),  {  € Br(€o) undyt€P r l ie

Ungleichung

l l "o ( t ,  t ,d -  se( rq , { ,p ) l l<  € (1 .56 )

erfiillt ist.

Zunichst existiert wegen

)1 ( r ; r , € , so ( r ,  € ,p ) ,p )  =  A ( r )€+  F ( r ,€ , so ( r ,  € ,d ,d  und

\r1r ; r ,€ ,so(r ,  € ,d,d = B(r )ss(r , , ( ,p)  + G(r , t ,so(r ,€ ,p) ,p)

mit (HP), (i) wd (ii) eine Konstante M ) 0, so da3 fiir beliebigu, e Br(r|),4 e Br14o) ,ttd
p e P gilt:

l l ) t ( r ; r , ( , s6( r ,  t ,d ,d l lS  M und l l ) r ( t ;  r , ( , ss ( r , ,€ ,d ,p ) l l<  M .

Definiert man nun 6 := min{#, 1}, so gilt fiir alle (r,€,p) e B;(ro) x Bl((e) x P:

)1(t;r,{,so(r, €,p),p) € Br((o) f i i r  al le t € BsOd , (1 .58 )

d.h. fiir jedes p € P ve_rlduft die Projektion der L<isung )(';t,€,so(r, €,il,i l auf den Raum .{

im Zeitintervall (re - 6,ro f 6) in der Menge Br(€o), und die Ableitungen der entsprechenden

Komponentenabbildungen geniigen den Abschltzungen in (1.57).
Beweis von (1.58): Angenommen, es existieren (r, €,p) e Btjo) x Bt((o) x P und r- e B5?s)

mit

l l l r ( r . ) l l  )  2  und b( t )  :=  )1 ( t ; r ,€ ,so( r ,  € ,d , i l -  €o .

Die Abbildung D : BSUi --+ ,Y ist stetig differenzierbar mit Ableitung )r(';r,€,so(r, €,p),p),
und gemd,s der wahl von (r,(,p) gi l t  l la(r) l l  :  l l (  - (ol l  < L. Ist nun r* > r, so exist iert ein
r  1 i  (  r *  mi t  l lb( i ) l l  =  2und l lb( t ) l l  <  2f i i ra l le t  €  [ r , i ) .  Der  Mi t te lwer tsatz l ie fer t  dann
mit  (1 .57) :

l lb( i ) l l  < l l6( f )  -  a(r) l l+ l la( ' ) l l  <

S  M ' 2 6 ! I = 2 ,

3 1

(  1.57)
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irn lViderspruch zu llb(i)ll = 2. Vdllig analog erhdlt man im Fall r* ( r einen Widerspruch,
Damit war die obige Annahme falsch, d.h. (1.58) ist bewiesen.

Wihle nun abschliefiend 0 < 6 < 5 so, da8 die Ungleichung

/ 2I;2 L(B - a - 2l ir) \
( t *Mf f i )  ' o t ,

erfiillt ist. Dann liefert der Mittelwertsatz unter Verwendung der Beziehungen (1-.57) und (1.58)
f i i r  al le r  € B6(rs),€ € Bt(6o) wd p € P:

l l . * o ( r , € , p ) -  s 0 ( r o , € , p ) l l  =  l l ) r ( r ;  r , { , s s ( r , ( , p ) , p )  -  s o ( r o , € , p ) l l  !

* l l ) r ( rs ;  r , ( , ss ( r ,  t ,p ) ,p )  -  so( ro ,€ ,p ) l l  5=

* | | se(rs, )t(to ; r, (, ss(r, t, p), p), p) - so(ro, €, p) | | <

S  M l r - r s l t
2 I { 2 L ( B - a - 2 1 ( L )

+  -  l l ) r ( t o ;  r , { , ss ( r ,€ ,p ) ,p )  -  € l l  <' ( p - a ) ( p - a - 4 1 { L )

l l t  - a)l l t  -  o - 4I; L) lr - rol (

/  , , 2 1 ( 2 L ( p - a - 2 l r r )  \  "

d.h. (1.56) ist erfiillt. Damit ist die Stetigkeit Vorr se in (16,€o,po) bewiesen.

(tr) Dieser Teil kann entweder vrillig analog zrt, (o) bewiesen werden, oder mittels Zeitumkehr
wie im Beweis von Lemma 1".2.4 unmittelbar ar,fi. (o) zuriickgefiihrt werden.

(c) Sei F = 0rr,p2) eine beliebige 7-quasibeschrd,nkte Lrisung von (1.50) fij.r p € P. Dann
ist wegen (H2) awh G(.,tttO,pr(.),p) 7-quasibeschriinkt und Lemma I.2.4liefert: p2 ist die
eindeutig bestimmte 7-quasibeschr[nkte Losung von

i1 = B(t)y + G(t, p'(t),  pr(t),p)

und es gilt:

l lp, l l . ,  t  #,u"(.,r,,(.), r,"(.),p)l l-, t  H,rrnl l", + | lr,, l l ,) .

Auflrjsen nach llirrll., ergibt

l lr,, l l ., t T#r*llp' l l-,. 
(1.5e)

Analog erhdlt man mit Lemma 1.2.2 angewandt auf i = A(t)z + F(t,pt(t),ttr\),p),

l lp,l l., t #rr*llr,,lh,
und hieraus mit  (1.59):

2 I (  L  \ , , ,
lh , ' l l "  < tA _fu) ' l lp ' l l . '  f i i r  i  = 1,2.  (1.60)
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Gemd,S Voraussetzung ist L < W! und damit #m < t. Da.nn ist aber (1.60) nur fiir

l lptll"l, = 0 erfii l lba,r, d.h./, ist die Nullfunktion. Damit ist alies bewiesen. O

Satz 1.3.1 kann in der obigen Formulierung auf beliebige kontinuierlidre Prozesse, die den Vor-
aussetzungen des Satzes geniigen, angewandt werden. Besitzt die rechte Seite von (1.50) weitere
Eigenschaften, so stellt sich natiirlich die Frage, ob sich diese Eigenschaften auf die Abbildungen
s6 und rs iibertragen. Den Fall der in t periodischen rechten Seite (mit dem wichtigen Spezialfall
der kontinuierlichen dynamischen Systeme) behandelt das folgende Korollar.

Korollar 1.3.2 Gegeben sei wied,er der aon einem Parameter p €P abhtingige Proze$

'll =

A{t )x  + .F( t ,  r ,A,p)
B ( t ) v  +  G( t , x ,a ,P )

(  1 . 6 1 )

mit den Voraussetzungen aon Satz 1.3.1. ss und rs seien die Abbildungen aus Satz 1.3.1. Dann
gilt:

(a) Sind die Abbildungen A, B, F undG periodisch int mit Periode O e IR+, so gilt fiir aIIe
r € l R ,  p € P , € e  X  u n d r l € ! :

so( r  *  o ,  ( ,p )  =  so( r ,  € ,p )  und

ro(r *  Q,q,P) = ro(r,r l ,P) ,

d.h. auch ss und, rs s'ind, periodisch in t mit Periode @.

(b) Ist der Prozefi (1.61) outonom, d.h. sind die Abbildungen A, B, F und G uont unabhringig,
so sind auch ss und rs uon t unabhringig. Die Mengen

So :=  { (€ ,  ro ( { ,p ) ,p )  :  (  e  X ,p  e  P}  und

Ro : :  {(ro(r l ,p),T,p) :  n e ! ,p € P}

sin d also ina ariante M annig falti.gkeiten'im P has enraum.

Beweis: Die Aussagen von (b) folgen unmittelbat au (a), denn eine Abbildung ist genau dann
von f unabhiingig, wenn sie periodisch in t ist mit beliebiger Periode O e IR+.

Z u m B e w e i s v o n ( a ) s e i e n r € R , € € . t u n d p € P  b e l i e b i g , a b e r f e s t .  B e z e i c h n e t  F = } r t , p z )
die L6sung von (1.61) mit  pl(r)  -  (  und Fz(r) :  so(r,( ,p),  so ist  p2 gerni i3 Satz 1.3.1 7+-
quasibeschrd.nkt. Definiert man

v{t)  := pt( t  -  @) und u2(t)  := trz(t  -  @) ,

so ist wegen der Periodizitiit von A, B, F und G auch , ,: (rt,v2) eine Losung von (1.61).
Ferner ist v21+-quasibeschrd,nkt. Satz l-.3.1 liefert dann

s o ( r * o , ( , p )  =  s o ( r *  @ , p r ( r  + o -  o ) , p )  =  s o ( r  ! @ , u 1 ( r  * o ) , p )  =

=  uz( r  *  @)  =  p2( r )  =  so( r ,  p t ( r ) ,p )  =  ss ( r , ( ,n )  .

Die Periodizitdt von rs wird v<illig analog bewiesen.
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Abbildung 1.5: Das Phasenportrait des Beispiels fiir .D = 0.9

Abschlie0end sollen Satz 1.3.1 und Korollar 1.3.2 zur Illustration auf das folgende, von einem
Parameter -[ g lR abhingige, ebene autonome System angewandt werden:

v -

( L - 2 ) x f . t s i n y
(z - L)y - .f, sinz

(1.62)

S e t z t  m a n  A ( t ) : =  - 2 ,  B ( t ) : =  2 , ,  F ( t , r , y ) : =  L x  *  L s i n y  u n d  G ( t , x , u ) : =  - L y  -  - t s i n c ,  s o
sind die Voraussetzungen von Satz 1.3.1 und Korollar L.3.2(b) mit a - -2, 0 = 2 und .[f = 1
erfiillt, falls die Lipschitzkonstante .t kleiner dr # = 1 ist. In diesem Fali existieren also im
Phasenraum invariante Mannigfaltigkeiten ^9o und .Rs, wobei .9o aus den L<isungen von (1.62)
besteht, die fiir f --+ oo beschrinkt sind, und fts aus den Liisungen, die fiir t --+ -m beschrinkt
sind. Das Aussehen dieser Mannigfaltigkeiten fiir -t = 0.9 ist der Abbildung 1.5 zu entnehmen.

Fiir -D 2 1 erfiillt (1.62) nictrt mehr die Voraussetzungen von Satz 1.3.1. Wiihrend jedoch

im Fall L = L.0 noch immer zwei inva^riante Mannigfaltigkeiten mit den eben erwd.hnten Eigen-
schaften existieren (siehe Abbildung 1..6), ist dies fiir L > | nicht mehr gegeben: Die Ruhelage
(0,0) ist lokal von geschlossenen Tlajektorien umgeben. Abbildung 1.7 zeigt das Phasenportrait
von (1.62) fiir ,t = 1.1.

Dieses Beispiel zeigt insbesondere, da8 die an .t gestellte Bedingung in dieser Form unbedingt
notwendig ist und nicht abgeschwicht werden kann.

L.4 Invariante Faserbiindel durch Liisungen

Betrachtet man noch einmal die in Satz 1.3.1 behandelte Situation, so fdllt auf, daB die kon-
stmierten invarianten 5e- bzw. .&o-Faserbiindel gerade die triviale L<isung von (1.50) gemeinsam
haben. Diese Auszeichnung der trivialen L<isung ist zierrlich fragwiirdig. Es sollte eigentlich
auch m<iglidr sein, invariante Fa^serbiindel zu konstruieren, die sich gerade in einer beliebig vor-
gegebenen Losung p von (1.50) schneiden. Ein entsprechendes Brgebnis enthdlt das folgende
Korollar ztm Satz 1.3.1. Die Beweisidee ist denkbar einfach: Man fiihrt die zu konstruierenden
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,f{) t2

Abbildung 1.6: Das Phasenportrait des Beispiels fiir .[ : 1.0

Abbildung 1.7: Das Phasenportrait des Beispiels fiir tr = 1.1
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invarianten Faserbiindel durch die vorgegebene Lrjsung p, auf die 5o- bzw. Rs-Faserbiindel der
Differentialgleichung der gestorten BewegunB z1t p zuriick.

Korollar 1.4.1 Gegeben sei der lcontinuierl:iche d.ynamische Prozefi

'll =

A( t ) r  *  F ( t , r , y )
B ( t ) v  *  G( t , x , v )

(1 .63 )

mit, Banachriiurnen X und !, sowie stetigen Abbildungen A: R" --+ L(X), B 'lR -' 4(J/),
,F :  IR  x  X  x !  -  X ,  G :  IR  x  X  x !  -  i  m i t  F ( t , 0 ,0 ) :0 ,  G( t ,O ,0 )=  0  au f  R" .  Fe rne r  ge l te
wie in Satz 1.3.1:

(H1) Die Ub"rgong"obbildungen Q bzw. V der linearen Prozesse i : A(t)r bzw. !1 = B(t)y
erfiillen die Abschiitzungen

l l o ( t , s ) l l  S  1 | ro ( t - s \  f i i r a l l e  tZ . s ,

l l v ( t , s ) l l  <

mit Kon-stanten K ) I und a < B.

(H2) F{ir alle t € R. und (r,y),(*,y) e X x J gilt

l l F ( t , r , y )  -  F ( t , i , y ) l l  <
l lG ( t , r , y )  -  G( t , i , y ) l l  <

r n i t 0 3 L < H ! .

Wegen Satz 1.1.1 eristieren alle Ldsungen uon (1.63) auf ganzts"; die allgemeine L6sung uon
(1.63)  se i  u ' ie  i lb l ich ) , ( t ; r ,€ , r i=  ( )1( / ; r ,  € , r i , \ r ( t ; r , t ,n) ) .  Mi t1 ,= # g i l t  dann:

(a) Es existiert eine stetige Abbildung s: IRx.t x IR x X x! --+! mit

S'o,{o,4o := {( t ,  €,  s(r ,  ( ,  ro,  €0, To)) :  r  € lR, € e X}
= {(r ,( , r l )  :  ) ( . ;  r ,€,T) -  }( . ;  ro, to,eo) ist  1+-quasibeschrr inkt}

und

| | " ( ' , € , , r o , € o , r l o ) _ s ( r , t , , r o , € o ' r y o ) | | s W | | € , _ ( z | |
r s - . r X f  - o - 4 1 { L ) " ' '

fi ir beliebig€ r,rs € R, 4o,(r,€z € X und To € !. Fenter ist S,o,1o,ro ein inuarian-
tes Faserbiindel fiir (1.63), das S-Faserbiindel durch (ro,€0, r1s) bzw. durch die L<isung
)( ' ;  to '  €o'  ?o).

(b) Es existiert eine stetige Abbildung r: lR x ) x lR x X xJ) --+ X mit

R,o,eo,no := {(rrr(r ,TrTor€orr lo)rr l )  :  r  € IR, n € y}
= {(r ,  €,  l )  :  ) ( . ;  r ,€,n) -  A(. ;  ro,  {o,  ?o) ist  1- -quasibeschrdnkt}

llr(r,rlr,ro, €o, To) - r(r,Tlz,ro,(o, ryo)ll a 2t!l2- "- 3!i L\
: w l l n ' - ? t ' l l

fi ir beliebig€ r,rs € IR, €o e X und To,\t,Tz € !. Fenter ist R,o,go,ro ein'inuarian-
tes Faserb'tindel fiir (1.63), das .R-Faserbiindel durch (to,€0, r1s) brut. durch die Losung
) ( ' ;  to ,  {o ,  ?o) .
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Beweis: Betrachte fiir beliebiges (rs, {o, ?o) € IR x X x ! die Differentialgleichung

i  -  A( t ) r  +  f i ' 1 t , r ,u , ro , {o ,  ?o)  11  64 \
i  :  B( t )y  *  G( t ,& ,u , ro , fo ,  ?o)  

\ - ' '  - ' l

mit
F( t , , x ,y , ro ,€o ,To)  :=  F( t ,x  +  ) r ( t ;  ro ,€o ,To) ,y  *  Az( t ;  ro ,  €o :  lo ) ) -

f ' ( t ,  ) t ( t ;  ro,  €0, ?o),  )2(t ;  rs,€o, ?o)),
G1t , r ,U , ro ,€o ,To)  :=  G( t ,x  +  l r ( t ;  ro ,€o ,To) ,y  *  )z ( t ; ro ,  €o ,  ?o) ) -

G(f ,  )1(t ;  ro,  €0, ?o),  )2(t ;  rs,{o, ryo)) .

Bekanntlich ist (1.6a) die Differentialgleic-hung der gest<irten Bewegung zur Losung )(.; to, (o, ?o)
von (1.63). Ferner geniigt (1.64) den Voraussetzungen von Satz 1.3.1:

o Wegen der Stetigkeit der allgemeinen Losung von (1.63) sind die Abbildungen F : IR x

X x !  x  R x  X  x !  - * ,Y  und G :  IRx  N x )x  IR  x  X  x !  -  !  s te t ig ,  der  Parameter raum

i s t P : = l R x . Y x ) .

o  Es  g i l t  F1 t ,0 ,0 , r0 ,€o , lo )  =  0  und G( t ,0 ,0 , rs ,  €o , \o ) :0  au f  IRx  lR  x  X  x ! .

o Die in Satz I.3.1(H2)geforderten Abschitzungen folgen unmittelbar aus der Voraussetzung
(EP) des Korollars.

Damit existiert eine eindeutig bestimmte stetige F\rnktion se : IR x X x IR x,t x ) - ) fiir

(1.64) gemii3 Satz 1.3.1(a). Definiert man

-.(r, €, ro, €0, ?o) := so(r, € - )r(t; r0, €o, To), ro, €0, ?o) * Ar(r; r0, {0, ?o) ,

so ist s offensichtlich stetig und erfiillt die in (a) gefofierte Abschitzung.

Sei nun (ro, €0, ryo) € IR x X x! beliebig, aber fest gewiihlt. Sei ferner (r,€,ri € IR x X x! so,

daf i  p(.) := )( ' ;  r ,€,T) -  )( ' ; ro,€0,?0) 7+-quasibeschrd,nkt ist .  Dann ist  p gemd,fJ Satz I . I .2(b)

eine 7+-quasibeschrinkte L<isung von (1.64), d.h. es gilt

Fz(r)  = ss(r,  Pr1(r) ,  ro,  €o, ?o)

und

F J r ) =  € -  ) r ( t ;  r o , t o , T o )  ,  p z ( r ) -  q -  \ 2 ( r ; r s , ( o , T o ) .

Damit erhdlt man

q -  pz?)  *  )2 ( r ; rs ,€o '  ?o)  =
= s6(r,  p1(r) ,  ro,  €0, ?o) * Az(r;  ro,  {0,  ?o) =
= so(r, € - )t(r; ro, (0, ?o), ro, {o, ?o) * )z(r; ro, €0, ?o) :
= s(r, {, to, {0, ?o) ,

d.h. (r ,  €,n) e S,o,€o,no. Ist  nun umgekehrt  (r ,€,r t)  € 5,o,(o,,ro,  so erhd, l t  man f i i r  p( ' )  :=

)(.; r, €, ry) - l(.; to, (o, ?o): p ist eine Losung von (1.64) mit

p ( r )  =  (  -  ) t ( r ;  ro ,€0 ,  ?o)  und pr ( r )  =  q  -  \ r ( r ; ro ,€o ,qo)  .

Ivlit 4 = s(r, (,7-0, €o, 4e) erhdlt man

pz(r)  = q -  )z(r ;  ro,  (0,  ?o) =
= s ( r , { , ro ,40 ,?o)  -  ) r ( t ;  ro ,€o ,To)  =
= so( r ,€  -  ) t ( t ;  ro , to , , \o ) , ro , (0 ,  ?o)  =
= ss( r ,  p1( r ) , ro , ,€o , I lo )  ,

. J l
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d.h.p(.)  : :  )( . ;  r , t ,n) -  )( . ; ro,6o,?o) ist  7+-quasibeschrd,nkt.  Die Invarianz von S,o,so,ro folgt
wieimBeweisvonSatzl .3. l .  Damit ist(a) bewiesen. DerBeweisvon(b) ver ld,uftv<i l l iganalog.

o

Mit diesem Ergebnis 1f,,0t sich der erweiterte Phasenraum als disjunkte Vereinigung von ^9- bzw.
.R-Faserbiindeln darstellen. Daeu betrachtet man auf der Menge der L<isungen von (1.63) die
Aquiralenzrelationen

p -s u :{l 1t - u ist Trquasibeschrd,nkt,

It -R u :(* trt, - u ist 7-quasibeschrinkt.

Die in Korollar 1.4.1 enthaltenen Charakterisierungen der 5- bzw. 8-Faserbiindel durch Lijsun-
gen von (1.63) implizieren die folgenden Aussagen:

o Fiir beliebiges (ro,{o,r7g) e n xX x} ist die Aquivalenzklasse von )(.; ro,€o,To) beziiglich
-r gerade das ̂ 9-Faserbiindel durch (ro, (0, ?o).

o  F i i rbe l ieb iges( ro ,€o ,qo)€ lRxXx l is td ieAqu iva lenzk lassevon) ( . ; ro , (0 ,?o)  bez i ig l i ch
-* gerade das .R-Faserbiindel durch (ro, €o, To).

Zwei S-Faserbiindel sind also entweder disjunkt oder gleich, d.h. der ganze erweiterte Pha-
senraum ld,0t sich darstellen als disjunkte Vereinigung von ,5-Faserbiindeln; analoges gilt fiir
-R-Faserbiindel. Fiir die weitere Anwendung dieses Ergebnisses im Hinblick auf topologische
Aquivalenz wird es von grofier Bedeutung sein, "schone" Reprdsenta,ntensysteme der beiden
Aquivalenzklassenzerlegungen zu finden. Diese Frage wird im nichsten Abschnitt untersucht.

Zum Abschlufi dieses Abschnittes soll Korollar 1.4.1 speziell auf autonome kontinuierliche
d1'na,mische Prozesse, d.h. auf dynamische Systeme angewandt werden. Wie in Korollar 1.3.2
gezeigt wurde, iibertragen sich Periodizitd,tseigenschaften der rechten Seite von (1.63) auf das

^9s- bzw. .Ro-Faserbiindel. Fiir beliebige ,9- bzw. -R-Faserbilndel gilt diese Aussage nicht rnehr:
Ist die rechte Seite von (1.63) periodisch in f, so ist die allgemeine Losung von (1.63) natiirlich

im allgemeinen nicht mehr periodisch in f, und damit auch nicht die rechte Seite der im Beweis
von Korollar 1.4.1 auftretenden DifferentialgleicJrung der gestorten Bewegung. Fiir die wichtige
Klasse der dynamischen Systeme ist es dennoch m<iglich, interessante (wenn auch nicht mehr
invariante) Mannigfaltigkeiten im Phasenraum hervorzuheben. Dazu wird im folgenden das
dvna,mische Svstem

'lt =

Ax + F(x,y)
By  *  G( r ,y )

(1 .65 )

betra,chtet, mit Banachrfi,umen X,y,linearen Abbildungen A € L(X), B e L(!), und stetigen
A l r l r i l d u n g e n F : X x ! - X , G : X x ! - - + ) . D a , r i i b e r h i n a u s e r f i i l l e ( 1 . 6 5 ) d i e V o r a u s s e t z u n g e n
von Korolla,r 1.4.1. Also existieren Abbildungen s : IR x .t x IR x X x! -'+ ) und r : lR x ) x lR x
X x! --+,Y mit den in Korollar 1.4.1 genannten Eigenschaften. Fiir beliebiges (€0, Ito) € X xJ)
sei

S€o,no :: {((,"(0,€,0,€o,to)) : € e lY} die S-Mannigfaltigkeit durch ({6,27e) und
R6o,no := {(t(0, ?,0,4o, To),n) : n e U} die R-Mannigfaltigkeit durch (€0, ryo).

Offensichtlich ist die ,S-Mannigfaltigkeit durch (0,0) gerade die ^9e-Mannigfaltigkeit von (1.65);
analoges gilt fiir die l?-Mannigfaltigkeit durch (0,0). Bezeichnet man die allgemeine L6sung
von (1.65) gemfi,fi (1.19) mit g: IR x X x! --+ X x ), so liefert Korollar 1.4.1 die folgenden

Charaliterisierungen der eben definierten ̂ 9- und .R-Mannigfaltigkeiten durch beliebiges ({o, ryo) e
X x ! (vergleiche Abbildung 1.8):
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Abbildung 1.8: Anwendung des Korollars auf dynamische Systeme

. Sfo,no besteht genau aus den Anfangswerten ({, q), fi ir di" p(.; t,rl) - p(.;€0, 46) eine 7+-
quasibeschrd,nkte F\rnktion ist.

. lfo,no besteht genau aus den Anfangswerten ((,q), fi ir di" p(.; e,rl)- p(;€o,qs) eine 7--
quasibeschrinkte F\rnktion ist.

Wie bereits erwd,hnt wurde, sind diese ,S- und .R-Mannigfaltigkeiten im allgemeinen nicht in-
variant im Phasenraum. Dennoch kann man die Wirkung des Flusses von (1.65) auf diese
Mannigfaltigkeiten gut beschreiben. Sei dazu fiir ein ? e IR

, r  . l  x x l  - - +  x x !r " ' I  ( ( , 2 )  H  p ( T ; € , r t )

dte Zeit-T-Abbild,ung von (1.65). kt (fo, qo) e X x ) beliebig und definiert man ({1, e) :-
Tr(€o,?o), so implizieren die obigen Chara^kterisierungen der S-Mannigfaltigkeiten: Tr bil-
det 56o,no stetig auf 56,,0, ab, T-7 bildet ,S6,,n, stetig auf 56o,no ab. Beachtet man noch
Tr(T-r(€,q)):  ({ ,q) f i i r  bel iebige (( ,1) e X x!, ,  so folgt  unmit telbar (siehe auch Abbi l -
dung 1.8):

o fu bildet S€o,no homriomorph auf ^96,,n, ab.

o fu bildet Bfo,ro homiiomorph auf 116,,o, ab.

o Die Umkehrabbildung ist in beiden Fdllen 7_7.

Offensiclrtlich werden die ,So- und Bs-Mannigfaltigkeiten durch dte Zeit-T-Abbildung auf sich
selbst abgebildet. Diese beiden Mannigfaltigkeiten sind also invariant im Phasenraum.

*r'.n, * ro.no
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1.5 Faserungen des erweiterten Phasenraumes

Gegenstand dieses Abschnittes ist die weitere Untersuchung eines kontinuierlidien dynamischen
Prozesses der Form

'll =

A( t ) r  1  F ( t , x , y )
B ( t ) v  *  G( t , r , v )

(1 .66)

Dabei seien.t ,  )  wieder bel iebige Banachrd,ume, A:ts"-+ L(X),  B: lR --  L(!) , .F: IR x X x
!  -  X  und G:  R.  x . t  x  )  *  )  s te t ige  Abb i ldungen mi t  f ' ( t ,0 ,0 ) :  0 ,G( t ,O,0) :0  au f  IR .
Ferner gelte wie in Satz 1.3.1 und Korollar 1.4.1:

(H1) Die Ubutguogt.bbildungen O bzw. t[ der linea.ren Prozesse i = A(t)r bzw. {1 : B(t)y
erfiillen die Abschiitzungen

l l o ( t , s ) l l  <
l l v ( t , s ) l l  <

mit Konstanten .[i ) 1 und a < B.

(H2) Fi ir al le t € IR und (r,y),(t ,y) e X x! ei l t

l l F ( t , r , y )  -  F ( t , i , , y ) l l  <
l lG ( t , r , y )  -  G( t , t ,  t ) l l  <

m i t 0 S  L .  * .

Wegen Satz 1.1.1- existieren alle L<isungen von (1.66) auf ganz lR; die allgemeine Ltisung von
(1.66) sei  wieder )(1;r ,  €,n) = (A1(/ ;r ,  €, ,r i , \ r ( t ; r ,€,n)).  Ferner sei  1 := \8.  Darni t  erf i i l l t
(1.66) die Voraussetzungen von Satz 1,.3.1 und Korollar 1.4.L; se, re seien die Abbildungen aus
Satz 1..3.L, s, r seien die Abbildungen aus Korollar 1.4.1.

Wie im letzten Abschnitt bereits gezeigt wurde, ermriglicht Korollar 1.4.1- eine Zerlegung
des erweiterten Phasenraumes von (1.66) in disjunkte ^9- bzw. B-Faserbiindel. Die invarianten
Faserbiindel sind dabei Aquila,lenzklassen der Aquivalenzrelationen -s bzw. -". Nun ist eine
Aqrriralenzklasse bekanntlich durch eines ihrer Elemente eindeutig festgelegt. Es ist also nur
natiirlich, zwei Familien "schiiner" Liisungen von (1.66) zu suchen, die Reprd,sentantensysteme
fiir diese Zerlegungen bilden. Betrachtet man dazu noch einmal Abbildung 1.8, so drdngen sich
zwei Familien geradezu auf: Das .Re-Faserbiindel von (1.66) als Reprd,sentantensystem fiir die

Zerlegung in ^9-Fa,serbiindel, und das ̂ 90-Faserbiindel a.ls Reprd,sentantensystem fiir die Zerlegung
in -R-Faserbiindel. Da3 diese beiden Familien - unter einer gewissen Zusatzvoraussetzung an
(1.66) - in der Tat Reprd,sentantensysteme fiir die angegebenen Zerlegungen bilden, soll in
cliesem Abschnitt bewiesen werden. Zund,chst jedoch eine Definition:

Definition 1.5.1 Mit obigen Bezeichnungen defini.ert man:

(a) Die Abbildung.fa: lR x X x lR x ) --+! definiert durch

f  n ( r ,1 , ro ,To) :=  s (2 ,  { , rs , rs ( rs , r lo ) ,no)  ,

fiir beliebig€ r,rs € R, € e X und qs e U, heifthorizontale Faserung von (1.66). Die
inuariante Menge

Fn(ro,no) :--  {(r ,  €,  f  a(r ,€,r0, ?o)) :  r  € IR, € e X}

heifit horizontale Faser durch (ro, no).
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Abbildung 1.9: Horizontale und vertikale Fasern (Schnitt mit der Hyperebene t = ro.)

(b )  D ie  Abb i ldung - fv :R xyx IRx.Y -+  X de f in ie r tdurch

fv (r, 11 rro, (o) := r(r, T, To, €orso(ro, (o)),

fir belinbig€ r,rs € R, {o € X unil q € !, heifitveftikale Faserung von (1.66). Die
inaariante Menge

Fu(ro,€o) := {(r ,  fu(r ,r l , ro,€o),q):  r  e IR, ry e }}

heift vertikaJe Faser durch (ro,(o).

Einige Bemerkungen sollen diese neuen Begriffe nd,her erld.utern. Seien dazu rq € IR und €o e lf
beliebig. Da^nn ist (ro,€o,so(ro,{o)) ein Punkt des Ss-Faserbiindels von (t.66) und es gilt:

o Das .9-Faserbiindel durch diesen Punkt besteht gemd,S Korollar 1.4.1 aus den Lrisungen
p von (1.66), fiir die die Differenz p- A(.;16,(s,se(rs,(s)) eine 7+-quasibeschriinkte Ab-
bildung ist. Da ,\(.;16,{6,s6(r6,(e)) bereits selbst 7+-quasibeschrdnkt ist, besteht das
.9-Faserbiindel durch (to,€o,so(ro,€o)) also aus allen 7+-quasibeschrdnkten Losungen von
(1.66), d.h. es ist das Ss-Faserbiindel von (1.66).

o Das ,R-Faserbiindel durch diesen Punkt ist gemd3 obiger Definition die vertikale Faser
Fuko, €o).

Analoge Aussagen gelten fiir Punkte auf dem .86-Faserbiindel von (1.66). (Vergleiche auch
Abbildung 1.9. Um dreidimensionale Bilder zu vermeiden, ist nur der Schnitt des erweiterten
Phasenraumes mit der Hyperebene f - rs abgebildet.)

Fiir autonome, endlich.dimensionale Differentialgleichungen stimmt die oben definierte ver-
tikale Faserung im wesentlichen mit der vertikalen Faserung in KlncscRABER, Paluon [f9]
iiberein, falls die Eigenwertrealteile der Matrix .4 nichtpositiv, die Eigenwertrealteile der Matrix
B positiv sind. (Die horizontalen Faserungen sind jedoch verschieden!)

Mochte man nun zeigen, da0 die horizontalen bzw. vertikalen Fasern eine invariante Zerlegung
des erweiterten Phasenraumes von (1.66) bilden, ist zunf,.chst zu untersuchen, ob verschiedene
Fasern auch stets disjunkt sind. Diese Itage wird im folgenden Lemma beantwortet.

4T

FU(r6, f 6)
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*to'fo.00

s16,Eg.16
(16, [g,16)

x

Abbildung L.10: Ein Problem bei der Faserung (Schnitt mit der Hyperebene f = ro.)

Lemma 1.5.2 Gegeben sei der ProzeS (1.66) rnit d,en eirryangs oufgefihrten Voraussetzungen.
Dann gilt fir belinbiges r € IR;

(a) F'fr.r belicbige \r,Tz € ! mit ry * qz sind. di.e horimntalen Fasent, Fn(r,q) und Fn(r,rlz)
disjunkt, d.h. Fs(r,r11) n Fs(r,n) -- 0.

(b) Fur belinbige {r,(z € X mit €t * €, sind die uertikalen Fasent Fr(r,t) und Fr(r,€r)
disjunlct, d.h. Fy(r,(r) n &(", t) = 0.

Beweis: Es wird nur die Aussage (cr) behandelt; (b) wird vcitlig analog bewiesen. An-
genommen, es exist iert  ein € e X mit  (r , t , fn(r ,€,r ,r l ) )  = (r ,€, fn(r , ,€,r ,r t )) .Sei 4 :=
fn(r,g,r , I r) :  fn(r ,€. ,r ,ez),  {1 : :  16(r,?r)  und (2:-  rs(r ,q2).  Dann sind die F\rnkt ionen
)(.; r, €,rt)- l(.; ", t1-Tr) und )(.; r, f, rl)- )(.ir,€2,72) wegen Korollar 1.4.1 7+-quasibeschrd,nkt,
und damit auch A(. ;  r ,€z,nz) -  , \ ( . ; r , (r ,  ?r) .

Andererseits sind )(.;t, ez,Tz) und )(.; r,(uTr) nach Konstruktion 7--quasibeschrd,nkt, d.h.
)(.;r, €z,,rlz) - )(.; r,€ur1) ist 7--quasibeschriinkt.

Somit ist )(.; r,tz,rlz)-\ (.; t, €t, 41) eine 7-quasibeschrdnkte Lcisung der Differentialgleichung
der gest<irten Bewegung zur L<isung )(.;r,€t, r71) von (1.66). Mit Satz I.3.L(c) erhdlt man hieraus
,\(t;r, €r,rl") - )(t; r,tt,Tr):0 auf lR, und damit rh: rlz, im Widerspruch zur Voraussetzung.

o

Dieses Lemma ermoglicht eine erste Aussage iiber die horizontale bzw. vertikale Faserung des
erweiterten Phasenraumes von (1.66): Jeder Punkt des erweiterten Phasenraumes liegt auf
h<ichstcns eirer horizontalen und h<ichstens einer vertikalen Faser. Ziel dieses Abschnittes ist
der Nachweis, da0 jeder Punkt (ro,(o,4s) des erweiterten Phasenraumes auf genau einer ho-
rizontalen und genau einer vertikalen Faser liegt. Das ist offensichtlich genau dann der Fall,
wenn das 5-Faserbiindel durch (to, €o, Zo) dffi lls-Fa,serbiindel von (1.66), und das .R-Faserbiindel
durch (to,(o,4e) das ,So-Faserbiindel von (1.66) schneidet - und da k<innten sich Probleme er-
geben: Die angegebenen Faserbiindel erfiillen zwar eine globale Lipschitz-Bedingung, doch fiir
eine Lipschitz-Konstante gro3er als 1 ist es mriglich, da8 sich die Faserbiildei nicht schneiden
(vergleidre Abbildung 1.10).
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Dieses Problem ld,Bt sich jedoch sehr leicht aus der Welt schaffen. Die in Satz 1.3.1 und
Korollar L.4.1 angegebenen globalen Lipschitz-Konstanten vorr s6, 16, s und r besitzen nd,mlich
die angenehme Eigenschaft, dafi sie fiir L -. 0 ebenfalls gegen 0 konvergieren. Wiihlt man also
.t so klein, da0 die globalen Lipschitz-Konstanten vorr .e6, rs, s und r kleiner als 1 sind, so miifJte
jeder Punkt des erweiterten Phasenraumes von (1.66) auf genau einer horizontalen und genau
einer vertikalen Faser liegen. Den Beweis dieser Vermutung erbringt der folgende Satz.

Satz 1.5.3 Gegeben sei wieder der kont'inuierliche dynomische Prozet|
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i  -  A ( t ) n 1 F ( t , r , y )
i t  =  B ( t ) v *G( t , x , y )

(  1 .67)

Dartiberhinaus erfiille diemit den zu Beginn dieses Abschnittes aufgeftihrten Eigenschaften.
Konstante L die folgende Abschd,tzung:

0 <  L  <  C( I i ,n ,B)  :=  # r ,  +  K  -  /+  +  t ; r l ( 1 . 6 8 )

Dann gilt:

(a) E-s er ist iert  eine eind,eut ig best immte Abbi ldung fr= (Ftt , f t r) :  IRx,Y x! -  X xy,
so da$ fir beliebige (ro,€o,ry0) € IR x X x! die Beziehungen

(ro, {0,  ?o) € Fv(ro, f  t t ( ro,{0, lo))  und

(ro,6o, ?o) € Fn(rr ,  Ftr(ro,€g, ryo))

erfiillt sind,. Jeder Punlct des eruteiterten Phasenraumes aon (1.67) liegt dernnach auf
genau einer horizontalen und, genau einer aertilcalen Faser. Die Abbildung F1 ist stetig,

ftir aIIe r € R. gilt f {r,0,0) 
- (0,0), und man erhd.lt fem.er: Ist pt ei,ne beli,ebi,ge Lrisung

uon (1.67), so ist F1(.,p.(.)) eine Ldsung des entkoppelten Prozesses

'll =

A(t ) r  +  F( t ,  r ,  so( t ,  r ) )
B( t )y  *  G( t , ro( t ,a) ,a)

(1.6e)

( b )  E s e t i s t i e r t e i n e s t e t i g e A b b i l d u n g f z : t s " x X x ! - X x ! , s o d , a J J f { i r b e l i e b i g e s
(ro,€0,?o) € IR xX x! der Punkt(rs,T2(rg,€o,qo)) der eindeutig bestimmte Schnittpunkt
der horizontalen Faser Fn(ro,r1i mit der uertikalen Faser Fr(ro,€o) tn der Hyperebene
t = ro ist. Insbesondere gilt also f 2(r,0,0) - (0,0)fir alle r €lF... Ferner erhtilt man: Ist
u eine Ldsung des entlcoppelten Prozesses (1.69), so istF2(.,v(.)) eine L6sung uon (1.67).

(c) Ftir beliebiges r € lR sind di,e Abbildungen F1(r,.,.) und f"(r,.,.) einander inuers, also
Homiiomorphismen auf X x !. Darnit sind die Prozesse (1.67) und (1.69) topologisch
dqu,iaalent.

(d) Sind die Abbildungen A, B, F und G in (1.67) periodisch int mit Periode O > 0, so
sind, auch die Abbildungen Fy und, fz period,isch in t mit Peri,ode @. Ist (1.67) insbe-
sond,ere autonom, dann sind die Abbildungen F1 und f2 aon t unabhd,ngig, und damit
Hom6omorphismen auf X x !.
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2K'�L(B - tl - 2KL)
(1.70)( 0 - " ) @ - a - 4 K L )

Diese Abschdtzung wird im nun folgenden Beweis von Satz 1.5.3 eine entscheidende Rolle spielen;
insbesondere erhdlt man bereits jetzt mit den Aussagen von Satz 1.3.1, da0 die Abbildungen s6
und re gleichmiiSige Kontraktionen sind, d.h. fiir beliebige, € IR, r,i €,Y und y,y €! Eilt

l lso(t ,  r)  -  ss(t ,  e) l l  <
l l " o ( t , y )  - , o ( t , y ) l l  < ( 1 . 7 1 )

mit g ,= Eff i ]  < 1. Diese Abschd,tzungen vereinfachen einige Ungleictrungen in d.en
Beweisen zum (klassischen bzw. verallgemeinerten) Satz von Hartman-Grobman.

Beweis: Der Beweis benutzt ausgiebig das gleichmii8ige Kontraktionsprinzip; es wird im An-
hang bewiesen (Satz A.2.2).

(o )  Se i ( ro , (o , r lo )  € lRxXx lbe l ieb ig .  Zun ichs tso l lgeze ig twerden,da0( re ,€o ,?o)  au f  genau
einer vertikalen Faser Fu(ro,O liegt. Betrachte dazu die Abbildung

- . l . Y x l R x x x !  - - - +  x
" '  

I  ( € , t 0 , (o ,?o )  H  r ( r s , se ( r s ,€ ) , ro ,€o ,qo )

Abbildung 1.11: Die Abbildungen f1 und fz (Schnitt mit der Hyperebene t: r.)

Bemerkung: Die in (1.68) angegebene Bedingung an -t ist eine Verschd.rfung der zu Beginn
dieses Abschnittes aufgefiihrten Bedingung, es gilt nd,mlich fiir beliebige ,If ) 1:

C(K,a,A.  #
Die genaue Griiflenordnung von C(K,arB) ld,Bt sich der folgenden Ungleidung entnehmen:

Q - J q @ - a )  <  
R - n

4Ip - c(I(,a,0) < ff i  f i i r  I{ >r.

Ferner wurde (1.68) gerade so gewii.hlt, da0 die folgende Abschi,tzung erfiillt ist:

< 1

TrzG'Er\i

4G'Ez.' izt
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Abbiidung 1.12: Die Abbildung ?r (Schnitt mit der Hyperebene f : ro.)

77777r ist wegen der Stetigkeit von r und ss stetig und es gilt fiir beliebige 16 € lR, (0,€r, €z € X,
To € ! mit Satz 1.3.1 und Korollar 1.4.1:

| | " , ( { , , r o , ( o , T o ) _ T , ( € , , r o , ( o , ? o ) | | s f f i | | " o ( ' o , ( , ) _ " o ( ' o , ( , ) | | <

\ ( B -  a ) ( B - . - - 4 1 ( i j )  1 1 6 ' - € ' l l  '

Wegen (1.70) ist fi eine gleichmii3ige Kontraktion und besitzt gemd,S Satz A.2-2 fiir beliebiges
(ro, (o, ?o) einen eindeutig bestimmten Fixpunkt f tr(ro,€o, ?o) in ,Y, und f11 ist stetig. Nun ist

€ e X genau dann ein Fixpunkt von fi(., ro, €o, ?o), wenn gilt:

€ :  r ( ro ,so( ro ,€ ) , r0 ,€0 , r1o)  I  ( ro ,€ ,so( ro , { ) )  €  f t - ,e " ,4o  s  ( ro ,€0 ,?o)  €  .Fy( r0 ,€ ) .

Mit anderen Worten: { ist genau dann ein Fixpunkt von ?1(.,r0,{0,?o), wenn (ro,€0,176) auf
der vertikalen Faser Fr(ro,O liegt. Beachtet man noch, da3 fiir €o = 0, ?o = 0 der Fixpunkt
offensichtlich ( = 0 ist, so erhdlt man f11(r6,0,0) - 0. Damit ist die erste Aussage von (a)
bewiesen. V<ilig analog zeigt man, da$ jeder Punkt (ro, (o,4s) des erweiterten Phasenraumes
auf genau einer horizontalen Faser .FH(rs , f tz(ro,(o, ?o)) liegt, mit einer stetigen Abbildu\E f n
und f12( r6 ,0 ,0 )  -  0 .

Bleibt nur noch zt zeigen, d,aB f 1 ,= (f tt,f12) L<isungen von (1.67) auf Losungen von (1.69)
abbildet. Sei dazu F : (pr,p2) eine beliebige L<isung von (1.67) mit (s ,: ltt(ro) und 176 ::

Fz(ro). Definiert man

( := f  n(rs,  (0,  ?o) und v(t)  : :  . \ ( t ;  rs,  €,  s0(r0, {))  ,

so ist z wegen der obigen Konstruktion von f11 eine 7+-quasibeschrd.nkte Losung von (1.67) und

1t -v ist 7--quasibeschrinkt. Sei nun r € IR beliebig. Setzt man (" := F1(r, pt(r),p2(r)), dann
ist  ( .  der eindeut ig best immte Punkt in,Y, f i i r  den p -  l ( . ;  r , ( ' ,ss(r ,€.))  f --qorsibeschrinkt
ist. Wegen der obigen Definition vorr t/ als Losung auf dem invarianten .9e-Faserbiindel von
(1.67) und der 7--Quasibeschrdnktheit  vonpr -v gl l t  somit  v = )( . ; r , (* ,ss(r,€.)) ,  d.h. v1(r)  =

45
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FH(r0,rl0)

t---------

Fu(to, tg)

s0

Abbildung 1.13: Die Abbildung ?z (schnitt mit der Hyperebene f = ro.)

€* : Fn(r,pr(r),pr(r)) fi ir beliebiges r € lR. Dau arf dem Ss-Faserbiindel von (1.67) liegt,
ist v2(r): so(r, ut(r)) auf R und damit ist z1 - f ,r(.,p(.)) eine Losung des kontinuierlichen
dynamischen Prozesses

i = A(t)r  + F(t ,c,  so(t ,  r))  .

V<illig analog zeigt man, da$ f p(.,p(.)) eine L<isung von

i1 = B(t)y * G(t, ro(t, y),, y)

ist. Damit ist (a)volistd,ndig bewiesen.

(b) Sei (to, €0, 4e) beliebig. Zuni,chst soll gezeigt werden, da8 die Fasern Fv(ro,{o) und Fn(ro,rlo)
genan einen Punkt in der Hyperebene t = To gemeinsam haben. Definiere dazu

- . 1  x x l x t R x  x x !  - - +  x x !
" ' 

I (€',T,ro,€0, ?o) H (fn(ro,?, to, (o), f x(ro,€, r0, ?o))

wobei der Raum X x ! mit der Norm lll(r, y)lll := llcll+ llyll versehen wird. (Offensictrtlich ist
X x ! mit dieser Norm ein Banachraum.) ?2 ist wegen der Stetigkeit von /v und /s stetig und
es gilt fi ir beliebige ro € lR, €o,(r,€z € X, To,Tyrlz €y mit Korollar 1.4.1:

rtg

l l l " r (6 t '  Qr , ro,€o,  ?o)  -  Tr( t r ,Qz1ro1(0,  ?o) l l l  =
= l l f r l ro ' \ r ; ro t€o)  -  fv( ro,e2, ro, (o) l l  +  l l f r l ro , { r ,  ro ,  r to)  -  fn( ro,€r , ro ,qo) l l  S

@ - o)(0 - " - nI{ ;j(l l( ' 
- (' l l + ll 'r ' - 't ' l l) :

'2-Ii2 L(0 - a - 2Ii L) -l l l(€,, rl,) - (€r, a)i lr .( 0 - " ) ( 0 - a - 4 I i u 1

Wegen (1.70) ist T2 eine gleichmd$ige Kontraktion und besitzt gemd,0 Satz A.2.2 fiir beliebiges
(to, €o, ?o) einen eindeutig bestimmten Fixpunkt f "(ro,{o, ?o) h X x}. Ferner ist f 2 stetig und
((, 17) ist genau dann ein Fixpunkt von ?2(., ., r0, (o, ?o), wenn gilt:

€  =  fu ( ro ,Q ' ro ,€o)  und T= fa ( rs ,€ , ro ,qo)
(+ (ro,€,4) € .Fy(ro,(o) und (ro,( ,  q) e Fs(ro,qo) ,
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d.h. wenn (ro,{,4) ein Schnittpunkt der Fasern Fv(ro,(s) und Fn(ro,ryo) in der Hyperebene
t = To ist. Damit ist die erste Aussage in (b) bewiesen. Die zweite Aussage erhdlt rnan leicht
durch eine d,hnliche Uberlegung wie h (a).

(c/ Gemii$ Konstruktion ist f ,(ro,4o, ?o) der eindeutig bestimmte Schnittpunkt der Fasern
Fr(ro,{s) und Fr(ro,lo) in der Hyperebene f - rs. Andererseits sind fiir beliebiges (rr,(t,?r)
im erweiterten Phasenraum Fr(r t , f  t t ( r t ,€r,r i t ) )  und .Fs(r1, f  t r(r t ,€r,qr))  die eindeut ig be-
stimmten vertikalen und horizontalen Fasern, die (1, €r, r7r) enthalten. Daraus folgt unmittelbar
f t ( r , f " ( r , € , ? ) ) = ( € , 4 ) u n d  f r ( r , f t ( r , € , t ) ) = ( € , 7 ) f i i r b e l i e b i g e r € l R ,  € e  X  u n d 4 € ) .

(d)Die letzte Aussage von Satz 1.5.3 folgt wie im Beweis von Korollar 7.3.2. O

Mit Satz 1.5.3 ist man iiber das urspriingliche Ziel dieses Abschnittes etwas hinausgeraten: Die
Konstruktion zweier Reprd,sentantensysteme fiir die Zerlegungen des erweiterten Phasenraumes
lieferte als "Nebenprodukt" gewisse Aussagen iiber die topologische Aquivalenz d.es gegebenen
(gekoppelten) Prozesses zu einem entkoppelten Proze3, der im wesenttchen das Verhalten des
urspriinglichen Prozesses auf dem 5s- und dem Bs-Faserbiindel beschreibt.

Diese Aussagen haben jedoch eine Reihe interessanter Anwendungen - und die sollen in
den verbleibenden Abschnitten dieses Kapitels vorgefiihrt werden.

Erwihnenswert ist in jedem Fall, daB die zentralen Ergebnisse iiber invariante Faserbiindel
durch Lrisungen und Faserungen des erweiterten Phasenraumes leichte Folgerungen aus dem
Ha,uptsatz 1.3.1 iiber invariante Faserbiindel sind; die Beweise verwenden nur die Differential-
gleichung der gest<irten Bewegung und das gleichmd,fiige Kontraktionsprinzip. Dariiberhinaus
ist es fiir die Entwicklung der Theorie unerld,filich, nichtautonome Differentialgleichungen zu
behandeln: Der iibergang zur Differentialgleidiung der gestorten Bewegung in Korollar 1.4.1 ist

im Rahmen einer rein autonomen Theorie nicht m<iglich.

L.6 Das Reduktionsprinzip

Als erste unmittelbare Folgerung aus der in den letzten Abschnitten entwickelten Theorie soll
in diesem Abschnitt das Reduktionsprinzip vorgestellt werden, das im Fall autonomer endlich-

dimensionaler Differentialgleichungssysteme auf PlIss [2S] und KsLLnv [18], sowie im nichtau-
tonomen Fall auf AuLsacH [2] zuriickgeht. Das Reduktionsprinzip ermoglicht es, bei gewissen

kontinuierlichen dynamischen Prozessen Stabilitiitsuntersuchungen auf reduzierte Prozesse, mit
im allgemeinen geringerer Dimension, zuriickzufiihren. Die genauen Ergebnisse beinhaltet der

folgende Satz.

Satz 1.6.1 (Reduktionsprinzip) Gegeben sei, der kontinuierliche dynamische ProzeJJ

'tl =

A( t ) r  *  F ( t , x , y )
B ( t ) y  *  G( t , x , y )

mit, Banachrdumen X, !, sowie stetigen Abbildungen A: lR * L(X), B :

I R x , Y  x  ) -  X , G : ] R x , t  x ) -  !  m i t  F ( t , 0 , 0 ) : 0 ,  G ( t , 0 , 0 )  : 0  a u f t s " .

(H1) Die Ub"rgongtobbildungen Q bzw. V der I'i,nearen Prozesse i = A(t)r
erfiillen d.ie Abschtitzungen

l l o ( t , s ) l l  <
l lv(t, s)l l s 17 "o1-s) f i ir alle / ( s

mit Konstanten I( ) | und a < p < 0.

A ' 7
a l

( t .72)

ts"---  L( ! ) ,  F :
Ferner gelte:

bzw. i1 = B(t)y
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(H2) F[ir alle t € ts. und (r,y),(t,y) e X x ! gilt

l l f ( t , r ,  u ) -  F ( t ,n , y ) l l  S  L l l ,  -  t l l +  t l l y  -  E l l
l lG( t , r ,y )  -  G( t , i ,g) l l  <

mit 0 1 L < C(I{, a, B). (Vergleiche (1.68).)

Mit 1 ,: # < 0 erfiiltt donn (1.72) rtie Voraussetzunqen uon Satz 1.3.1; rs sei d,ie zum
Ro-Faserbiindel gehdrige Abbild,ung. Neben (1.72) betrachtet mon den sogenannten reduzierten
ProzeS

i1 = B(t)y t G(t, ro(t, y), y) (  1 .73 )

Dann eristiert eine eindeutig bestimmte Abbi,ldung ?: ts x X x! -- !, so daS fiir beliebiges
(ro,4o,ryo) e lR x x x ! gilt:

Bezeichnet )  = ()r ,)2) :  IR --+ X x! die Li isung uon (1.72) mit  )(re) = (€o,ryo) und p:
R. -- )} die L6sung aon (1.73) mit p(ro) = R(ro,€o,To), so sind fir alle t ) rs die folgenden
Ab s ch tit ztm g en er ftillt :

l l l , ( t )  -  ro( t ,p( r ) ) l l  </ t l

l l ) , ( t )  -  p( r ) l l  s ,? l t " \9 :  
a  -  2 I iL)

' | | ( | 3 _ a ) ( 0 _ f f i | | { o _ r o ( r o , R ( , o , t o , ? o ) ) | | " ' ( , - - ) .

Mit anderen Worten: Es exi-stiert eine eindeutig bestimmte L1sung auf dern Ro-Faserbiindel uon
(1.72), der sich \ ftir t --+ 6 erponentiell anntihert, ntimlich (r0(.,p(.)),p(.)).

Damit ist d.ie triui,ale Ldsung aon (1.72) genau dann stabil (instabil, asymptotisch stabil), wenn
die triuiale Ltisung uon (1.73) stabil (instabil, asymptotisch stabil) ist.

Die AbbildungR ist stetig und es gilt fenrer: Ist die rechte Seite uon (1.72) period.isch int mit
Periorle O, so ist auch R periodisch in t mit Period,e Q. Spezi,ell fiir dynamische Systeme ist
also R unabhringig uont.

Bemerkung: Fiir endlichdimensionale dynamische Systeme lautet die Voraussetzung (H1):

o i " . (A)  <  0  und o i i . (B)  >  0 .

Die Aussagen des Satzes fiir dynamische Systeme sind in Abbildung 1.14 dargestellt.

Beweis: Der Prozefi (1,.72) erfii l lt die Voraussetzungen von Satz 1.3.L und Satz I.5.3; F12 :
lRx,Yx) * )  sei  die Abbi ldung aus Satz 1.5.3. Def iniert  man R(ro,€o,eo) := f  t r(ro,{0, ?o) und
bezeichnet p die Ltisung von (1.73) mit p(rs) = R(ro,(0, ?o), so impliziert Satz 1.5.3 unmittelbar,
da3 (re(.,p(.)),p(.)) die eindeutig bestimmte 7--quasibeschrinkte Ltisung von (1.72) ist, fi ir die
gi l t :

)( ' )  -  (r0(. ,p(.)) ,p(.))  ist  7+-quasibeschrd,nkt.

Diese Funktion ist also eine 7+-quasibeschrinkte L<isung der Differentialgleichung der gestorten

Bewegung zu ) von (I.72). Wendet man jetzt Satz 1.3.1 (a),(ii i)auf diese Differentialgleichung
der gest6rten Bewegung an, erhdlt man die oben behaupteten Abschd,tzungen.

Die Aussagen zur Periodizitiit von R sind direkte Konsequenzen aus Satz 7.5.3(d). O
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Abbildung 1.14: Das Reduktionsprinzip

Ein Beispiel soll das Reduktionsprinzip zum Abschlu8 dieses Abschnittes veranschaulichen. Be-
trachte dazu das ebene autonome System

v -
_ 6 x * U

sinc - siny

Dieses system erfiillt die voraussetzungen von Satz 1.6.1 mit A = -6, F(r,y) - y, B :0,
G(r,U) = sinr - siny, K = 1,o = -6, 0 = }und .D = 1. Das Phasenportrait von (1.2a) ist
in Abbildung 1.15 dargestellt. Um Verzerrungen im Ma3stab zu vermeid.en, wurden d.ie s- und
die y-Achse miteinander vertauscht. Man erkennt sehr sch6n, da0 sich jede Losung exponentiell
einer L6sung auf dem .Re-Faserbiindel von (I.74) anni,hert.

1.7 Die Siit ze voln Hartman-Grobman

Als zweite Anwendung der Faserungen des erweiterten Phasenraumes werden in diesem Ab-
schnitt der klassische und der verallgemeinerte Satz von Hartman-Grobma^n fiir kontiuuierliche
dynamische Prozesse bewiesen. Der klassische Satz zeigt, da0 gewisse nichtlineare prozesse zu
einem linea"ren Proze8 topologisch iquivalent sind, der verallgemeinerte Satz behandelt eine
gro0ere Klasse dynamischer Prozesse, erreicht aber im allgemeinen nur eine teilweise Linearisie-
rung.

1.7.1 Vorberei tende Ergebnisse

Zum Beweis der Sitze werden - neben den Ergebnissen der bisherigen Abschnitte - noch zq'ei
weitere Lemmata bencitigt, die irn wesentlichen der Arbeit von PeLue n [23] entnornmen sind. In
den Beweisen werden nur die Ergebnisse iiber quasibeschri,nkte Abbildungen aus dem zweiten
Abschnitt dieses Kapitels verwendet.
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Abbildung 1.15: Ein autonomes Beispiel zum Reduktionsprinzip

Lemma 1.7.1 Gegeben sei,en die lcontinuierlichen dynomischen Prozesse

i = A ( t ) x + f { t , x ) (1 .75)

(1.76)i = A ( t ) x * f 2 ( t , x )

mit einern Banachraurn X, stetigen Abbild,ungen A:ts,+ L(X) und f1,/, r lR X X -+ X. Q sei
die 0bergangsabbildung des lineorenProzessesi = A(t)x,1(t)(t; r,,O sei, d.ie allgemeine L6sung
uon (1.75), \{z)(t,r,() die allgemeine L6sung uon (1.76). Fenrer gelte fil,r beliebige f,s € IR,
x r i  €  X :

l lO ( t , s ) l l  SKe-o ( t - " )  t t  t ) s ,

ll/ '(t, ")ll < M und ll/ '(t, ") - f '(t,t)l l < Lllx - tl l ,

l lfr(t,,r)ll < M und llfr(t,,r) - fr(t,t)l l < Lllr - xll ,
mit Konstanten I{ ) l, a > 0, M 2 A und0 < L < fr .
Dann existiert einn eird.eutig bestirnmte Abbil.d.ung I : lR x X ---+ X, so dafi fur beliebige ro € lR
u n d ( s € X  g i l t :

(1 .77 )

(1.78)

(  1 .7e)

X')(.; rs, L(rs,€o)) - .\(t)(.;ro, fo) ist beschri,nkt.

Dariberhinaus besitzt L die folgend,en Eigenschaften:

(a) L ist stetig.

(b )  Furbe l ieb ige  r€ lR und{€X g i l t

lll(,,€)- 6ll s ##r,
(c) Ist p, einn L6sung aon (1.75), so ist L(.,p,(.)) einn L1sung wn (1.76).

(  1 .80)

(  1 . 8 1 )
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(tl) Sinrl A, fi und f2 peri,odisch in t mi.t Peri,ode O, so auch L.

Beweis: Wegen Satz 1.1.1 - unter Verwendung von (1.78) und (1.79) - existieren alle L<jsun-

gen der beiden obigen Prozesse auf ganz lR. Betrachte nun den vom Parameter (to, €o) € lR x .Y

abhiingigen Proze$

i = A(t)r  *  fz(t ,2 .u )(1)( t ;  ro,  €o)) -  f t ( t , t r t t )( t ;  ro,  {o))  (1.82)

mit allgemeiner L6sung )t3)(t; r,€,ro,€o). Definiert man

f ( t , r , ro ,  €o)  :=  f r ( t , r  1  ) t1 ) ( t ;  ro ,  €o) )  -  f r ( t ,1 ( t ) ( t ;  ro ,  €o) )  ,

. fo(t ,  ro,  {o) := f2(t ,  \Q)$;ro, (o))  -  f t ( t , } t r)( t ;  ro,  €o)) ,

so erfii l lt (1.82) die Voraussetzungen von Lemma 1.2.2:

o Fi i r  bel iebige t ,s € R. mit  t  )  s gi l t  l lo(t ,s) l l  5 f featt- ' ) ,  wobei d. := -a. (Wegen (I .77).)

o Fi i r  bel iebige t , , rs € R. und r, i ,€o € ,Y ist  f ( t ,Q,r0,€o) = 0 und l l f ( t ,* ,r0,€o) -

f ( t ,E , ro ,  €o) l l  !  f l l r  -  r l l .

, fo(.,r0,{o) ist gleichmii0ig 7-quasibeschrd,nkt mit 7 := 0, d.h. beschrinkt. Man erhdlt

niml ich aus (1.78) und (1.79):

l l /o(t , ro,€o)l l  < 2M f i i r  bel iebige t , rs € R ,  (o € , t  .  (1.83)

Die Ungleichung 0 < L < ft impliziert schlie0lic-h 1> d.+ I(L.

Gemi0 Lemma 1.2.2 existiert also eine eindeutig bestimmte Abbildung b : lR x lR x X -+ X, so

dafi fiir beliebige r,rs € IR und €o € ,Y gilt:

, l ( t )( . ;  r ,b(r ,rg,  (0),  ro,  fo) ist  beschrd,nkt.  (1.84)

Dariiberhinaus ist b stetig und (1.28) liefert mit (1.83):

l lb(r ,rs,€.) l l  < # 
f i i r  bel iebige r,rs€ R, (o € f f .  (1.85)

Nun ist aber - wie man leicht sieht - eine Funktion z : IR --r ,t genau dann eine Ltisung von

(1.82),  wenn z(.)  *  ) t t t1. ' ro,€o) eine Losung von (1.76) ist .  Die zu (1.80) gehorige Aussage des

Lemmas ist damit der folgenden Aussage iquivalent:

Es existiert eine eind,eutig bestimmte Funktion 6 : IR x X --+ X, so dafi ftir alle 16 € R. und

€o € X silt:
)(t)(.; rs,B(rs,€o), "o, €o) i,st beschrtinlct. (1.80)

Zwischen L und B besteht d,ann die folgende Beziehung:

L ( r , € )  = € + B ( r , € )  f { i r b e l i e b i s e  r €  I R ,  ( e  , t .  ( 1 . 8 7 )

Setzt man jetzt B(rs,(o) '= b(rs,rs,€o), ro folgt (1.86) unmittelbar aus (1.84), und durch (1.87)

wird die eindeutig bestimmte Funktion 4 definiert, die der Bedingung (1.80) geniigt. Auch die

restlichen Aussagen des Lemmas erhdlt man nun leicht:

(a) Die Stetigkeit von L folgt aus der Stetigkeit von b und den Definitionen von B wd L.
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(b)Die Abschitzung (t.8t) folgt aus (1.85), (1.87) und der Definition vor- B.

(c) Sei nun p die L<isung von (1.75) mit p(rs) - €0. Setze v(t):= 1{z)(t; rg,L(rs,{o)). Dann ist z
eine L<isung von (1.76) und v - p ist beschrinkt. Sei weiter r € IR beliebig und {. := L(r, p(r)).
Nach dem bereits Bewiesenen ist (* der eindeutig bestimmte Punkt in ,Y, fiir den

^( ' )( . ;  r ,  €.)  -  ^( t)( . ;  r ,  p(r))  beschri inkt ist .

Nun gilt aber wegen (1,.9):

} ( t ) ( t ;  r ,p ( r ) )  -  t r ( t ) ( t ; r ,X l ) ( r ; ro ,€o) )  -  t r ( t ) ( t ; ro ,€o)  =  t r ( t ) ,

und z ist eine L<isung von (1.76), fiir die z -p beschriinkt ist. Also ist u(t) = A(')(.;r,{.), und
damit v(r) = {*. Beachtet man noch die Definition von f 

*, so gilt fiir beliebige r € lR:

v(r)  = L(r '  P'(r))  '

d .h .  4 ( . ,p ( . ) ) i s t  e ine  Lc isung von (1 .76) .

(d) Seien abschlie8end A, ft, /2 periodisch in t mit Periode O und r € IR, € e X beliebig.
Definiere

F{ t )  :=  Xr ) ( t ;  r ,  O und v { t )  :=  1 (z ) ( t ,  r ,  L ( r , ( ) )  .

Dann ist vr - Lrr beschrinkt. Sei ferner

p , 2 ( t ) : =  p r ( t  -  O )  u n d  u 2 ( t ) : :  z r ( t  -  O )  .

Wegen der vorausgesetzten Periodizitiit von A, fi und /2 sind attch p,2 wd u2 Lcisungen von
(1.75) bzw. (1.76). Mit dem bereits Bewiesenen folgt aus der Beschrd,nktheit von u2 - lt2;

L( r  *  o ,O =  L( r  *  o ,  pz( r  +  o ) )  =  uz( r+  o )  =  u1( r )  =  L ( r ,€ )  .

Damit ist alles bewiesen. O

Da.s nun folgende Lemma gibt Bedingungen an, unter denen ein kontinuierlicher dynamischer

ProzefJ zu einem linea.ren Proze$ topologisch iiquivalent ist. Dieses Lemma wird - in Verbindung

mit Satz 1.5.3 - unmittelbar die Sd,tze von Hartman-Grobman implizieren.

Lemma 1.7.2 Fiir beliebige I( > L, o ) 0, M > 0 und 0 < L < fa oelten di,e folgenden
Aussagen:

(a) Gegeben sei der kontinuierliche dynamische Proze$

i = A ( t ) r + f ( t , n ) ( 1 . 8 8 )

(1 .8e)
und der zu,gehdrige lineare Proze$

mit e ' inem BanachraumX, sowiestet igenAbbi ld,ungenA:ts" ' -  L(X) und f  :  IRx,t  --  X.
Q sei die Ub"rgangsabbitdung aon (1.89). Fenr.er gelte fil'r beliebige f,s € IR, r,i € X:

l lO( t ,s) l l  SI (e-" ( - " )  f , i ,  f  )s ,

l l f  ( t ,n) l l  !  M und l l f  ( t ,r)  -  f  ( t , t ) l l  < Ll ln - t l l  .

Dann eristieren stetige Abbild.ungen'17,'t7: IR x ,t --+ X mit folgenden Eigenschaften:
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(i) Ist y, eirrc Liisung uon (1.88), so istH(.,1t(.)) eine Ldsung uon (1.89).

(ii) Ist u eine Ldsung aon (1.89), so ist'17(.,u(.)) eine Ltisung uon (1.88).

(iii) Fiir betiebiges r € R sind die AbbildungenT{(r,.) undtt(r,.) einander inuers, mithin
Homdomorphismen auf X.

(iu) Sind A unil f periodischi,nt mit Periode @, so auchht undft.

Die lcontinuierlichen dynamischen Prozesse (1.88) und (1.89) sind also topologisch tiqui-
ualent.

(b) Gegeben sei der leontinuierli,che d,ynamische ProzeS

53

i l = B(t)a + g(t ,y) (  1.e0)

(  1 .e1)
und, der zugehirige lineare Prozefl

mit einem Banachraum !, sowie stetigen Abbildungen B : ts" -. L(y) und g : lR x ) --+ J.t.
V sei d,ie Ub"rgongtobbitdung uon (1.91). Fenrer gelte fiir beliebi,ge f,s € IR, U,y e !:

l l V ( t , s ) l l  < 7 5 " a ( t - s )  f i i r  f  ( s ,

l ls$,y) l l  < M und l ls \ ,y)  -  s( t , t ) l l  < r ' l ly  -  , l l  .

Dann existieren stetige Funlc,tionen'll,f{: IR x } --+ ! mit folgend.en Eigenschaften:

(i) Ist p eine Lrisung uon (1.90), so ist'11(.,p.(.)) eine L\sung uon (1.91).

( i i )  Istu eine Ldsung uon (1.91),  so ist '17(. ,u( ' ))  eine Lt isung uon (1.90).

(iii,) Ftir beliebiges r € R sind die AbbitdungenTt(r,.) undtt(r,-) einander inaers, mi,thi,n
Homdomorphismen euf Y.

(iu) Sind, B und g periodisch int mit Period'e @, so auch'\l und,ft.

Die kontinuierlichen dynamischen Prozesse (1.90) und (1.91) sind also topologisch riqui-

ualent.

Beweis: Es wird ur (a) bewiesen; (b) kann mittels Zeitumkehr leicht auf (a) zwickgefiihrt

werden.

Anwendung von Lemma 1,.7.1 mit  f t ( t ,*) := f( t ,c) und fr( t ,*) := 0l iefert  eine stet ige Abbi l -
dung ?/ mit den in (i) gefotderten Eigenschaften. Die Aussagen h (iu) zur Periodizitat von'11

folgen aus Lemma 1.7.I(d).

Anwendung von Lemma 1.7.1 mit  f t ( t ,*) := 0 und fr( t ,*) := f  ( t ,c) l iefert  eine stet ige Abbi l -

dung fr mit den in (ii)geforderten Eigenschaften. Die Aussagen in (iu)zur Periodizitat von'11

folgen wieder aus Lemma I.7.I(d).

Bleibt nur noch (iii) zt zeigen. Zu diesem Zweck wendet man ein drittes Mal Lemma 1.7.1

an, diesmal mit  f t ( t ,x): :  f ( t , r)  und f"( t , r1 := f( t , r) .  Bezeichnet )( t ; r , {)  die al lgemeine

L<isung von (1.88), dann existiert eine eindeutig bestimmte Funktion 4 : lR x X ---+ .Y, so dafJ

fiir beliebige r € R und ( € .Y gilt:

) ( . ;  t ,  L(r ,€))  -  )( . ;  " ,  €) ist  beschrd,nkt.
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Offerrsichtlich ist a,lso E(rr€): ( auf lRx,U. Andererseits erhiilt man aus der obigel Definition
von'11 rnd ft fiir beliebige r € IR und ( e ,t:

Q(.,r)H(r,,O - )( ' ;  t ,  O ist beschrd,nkt,

und ebenso:
)( . ;  r ,  fA(r,H(r,{)))  -  o(. ,  r) f t (r ,  ()  ist  beschrd,nkt.

Zusammmen gilt also fiir beliebige r € IR und ( € .t:

)( . ;  r ,  f lQ, '11(r,()))  -  )( ' ;  t ,  €) ist  beschrd,nkt.

Die Eindeutigkeitsaussage in Lemma 1.7.1 impliziert sofort

7l(r ,Tt(r ,{))  = f(r ,€) = {  auf IR x 'Y .

Analog zeigt man T!ft,ftQ,{)) = € auf lR x .t. Damit ist das Lemma bewiesen. O

Bemerkung: Erfiillen die Abbildungen / und g in Lemma 1..7.2 fij:r alle t € IR die Beziehungen

/(t '  O; = g und g(t '  0) = 0 '

d.h. besitzen (1.88) und (1.90) die triviale Losung, so folgt aus obigem Beweis sofort:

H ( t , 0 1 = g  u n d  l t 1 t , O 1 = g  f i i r a l l e  t € l R .  ( 1 . 9 2 )

(In diesem Fali ist nd.mlich die triviale Lcisung der gestorten Prozesse die eindeutig bestimmte

beschri,nkte L6sung.)

Jetzt stehen alle Hilfsmittel zur Verfiigung, um die bereits angekiindigten Sd,tze von Hartman-

Grobman fiir kontinuierliche dynamische Prozesse zu beweisen.

L.7.2 Der klassische Satz von llartman-Grobman

Wie bereits erwilhnt wurde, geht der klassische Satz im autonomen, endlichdimensionalen Fall

anf HanruAN [12, pp.2aaf] und GnosN{AN [10] zuriick; Pnlltpn [23] iibertrug das Ergebnis

auf nichtautonome Differentialgleichungen.

Auch wenn der nun folgende klassische Satz von Hartman-Grobman ein Spezialfall des im

nf,,chsten Abschnitt behandelten verallgemeinerten Satzes von Hartman-Grobman ist, soll er

dennoch explizit aufgefiihrt und bewiesen werden. Dafiir gibt es zwei Griinde:

o Einerseits ist die Bedingung an die Lipschitz-Konstante .t im verallgemeinerten Satz

stirker als die Bedingung im klassischen Satz,

o andererseits kann man bei dem nun folgenden Beweis des klassischen Satzes von Hartman-

Grobman sehr sch6n erkennen, wie die sukzessive Anwendung von Satz l-.5.3 und Lemma

1.7.2 zrnachst die Entkoppelung, und dann die Linearisierung (im Sinne der topologischen

Aquivalenz ) des gegebenen kontinuierlidren dynamischen Prozesses bewirkt.

Der Satz behandelt wieder zweigeteilte dynamische Prozesse in beliebigen Banachrfi,umen.
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Satz 1.7.3 (Klassischer Satz von Ilartman-Grobman) Gegeben se'i der kontinuierliche

d,ynamische ProzeS

'll =

A( t ) r  *  F ( t , r , y )
B( t )y  I  G( t , t ,y )

(  1 .e3  )

mit Banochrdumen X und!, sowie stetigen Abbi'ldungen A: tsL --+ L(X), B 'lR -* l()),

. F : l R  x X x !  *  X ,  G : l R  x X x !  - !  r n i t F ( t , 0 , 0 ) =  0 , G ( t , 0 , 0 ) =  0  a u f  8 " .  F e r n e r g e l t e :

(H1) Die ib"rgong"obbildungen Q bzw. V der linearen Prozesse i = A(t)r bzw. i1 = B(t)y

erfilllen die Abschdtzungen

l l o ( t , s ) l l  <
l l v ( t , s ) l l  <

mit Konstanten I( 2L und a > 0.

(H2) Ftir alle t e R" und, (*,y),(n,g) e X x U gi,lt

l l F ( t , r , y )  -  F ( t , t ,  t ) l l  <
l lG ( t , r , y )  -  G( t , t , t ) l l  <

mit
a0 <  L .  # t r+  I {  -  J4+ I i ' )  =c (K, -o ,a )  .  (1 .e4)

(Versteiche (1.68).)

(H3)  F i i ra l le t€ lR,  r€  X undye !  g i l t

l l F ( t , x , y ) l l :  M  und  l lG ( t , r , y ) l l  <  M

mit einer Konstanten M > 0.

Neben (1.93) wird der lineare Proze$

r

i
= A(t)r
= B( t )y

(  1 .e5  )

betrachtet.  Dann er ist ieren stet ige Abbitdungen'17, ' )1:  IR x,t  x )  -  X x!  mit '17(r,0,0):

H1r,0,0) = (0,0) auf 8", sowie folgenden Eigen'schafien:

(a) Ist p, eine Ldsung aon (1.93), so ist'11(',p'(')) ei,ne Lrisung uon (1'95).

(b) Istu eine Liisung uon (1.95), so istf{(',v(')) eine L\sung aon (1'93).

(c) Ftir beliebiges r € IR sind d.ie Abbitdungen'17(r,.) und X(r,') einander inaers, mi'thi'n

Homiiomorphismen auf X x !.

(d,) Sind A, B, F und. G period,isch int rnit Periode @, so auchl7 und,'11.

Die kontinuierlichen dynamischen Prozesse (1.93) und (1.95) sind also topologisch tiquiaalent.



56 KAPITEL 1. KONTINUIERLICHE DYNAMIS CHE PROZESSE

+T
//--\:\

R-----..-'

fi-l

Abbildung 1.16: Der Satz von Hartman-Grobman fiir dynamische Systeme

Bemerkung: Ist der Proze0 (1.93) autonom und endlictrdimensional, d.h. ein dynamisches
System der Form

y =
Ax * F(x,,9)
By  *  G(x ,y )

( i .e6)

m i t , 4 .  € . I K M " M , ,  B  €  K t r " t r ,  F : K M  x K N  - - K M r G : K M  x K N  - - ,  K N ,  s o i s t d i e
Bedingung (E,1) an die Ubergangsabbildungen erfiillt, wenn d-ie Spektren der Matrizen,4. und
B der Ungleichung

o ; " . ( , 4 ) < 0 < o l , i " ( B )

geniigen. Sind auch noch die restlichen Voraussetzungen von Satz I.7.3 gegeben, ist (1.96)
demnach dem linearen System

(  1.e7)

topologisch iquivalent: Es existiert ein Homiiomorphismus T{ : KM x KN -. KM x KN mit
?/(0,0) = (0,0), der Losungen von (1.96) auf L<isungen von (1.97) abbildet; die Umkehrabbildung
fl-1 bildet Liisungen von (1.97) auf Liisungen von (1.96) ab. (Siehe Abbildung 1.16.)

Beweis: Der Proze0 (1.93) erfiillt die Voraussetzungen von Satz 1.5.3, ist also dem ProzeS

i  -  A(t)x * r '( t ,  r,  so(t, r))
i t  =  B( t )y  t  G( t , ro( t ,u) ,u)

(1.e8)

topologisch iquiralent. Dabei sind s6 und 16 die zum 5o- bzw. .Re-Faserbiindel von (1.93) gehori-
gen Abbildungen. Die Abbildung f1 aus Satz L.5.3(a) bildet L<isungen von (1.93) auf L<isungen
von (1.98) ab; ferner ist fi ir beliebiges r € IR die Abbildung f 1(r,.) ein Homoomorphismus auf
x  x ! .
Betrachte nun den kontinuierlichen dvnamischen Prozefi

i  = A(t)r + F(t, z, so(f ,  c)) . (1 .ee)
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Fiir beliebige t € R und r,i € X gilt wegen (1.70) und (1.71):

l l F ( t , o , s o ( t , r ) )  -  F ( t , r , s o ( t , z ) ) l l  S  L l l ,  -  z l l +  , l l s o ( t , r )  -  s o ( r , r ) l l  !

s Lll* - r11q r}!!P-=!!)-lt.r - e ll <2a(2q -  4 I {  L )  '1 "

Eine leichte Rechnung zeigt, da8 fiir beliebige .K 2 1 gilt:

!  t z + K - 1 / a a y z . r <  
o

2 I ; 2 ' - ' "  ' - 2 1 { '

Die Bedingung (1.9a) impliziert demnach 2L < ft, d.h. (1.99) erfii l lt die Voraussetzungen von
Lemma t.7.2(a). Also existiert eine stetige Abbildung Lr : ts"X X --+ X,, die Liisungen von
(1.99) auf L<isungen von i = A(t)r abbildet. V<illig analog erhdlt man eine stetige Abbildung
L2:8" x )  -  ) ,  die Lr isungen von

i :  B(t)y t  G(t ,  ro(t ,  y),  y)

auf Ltisungen von y = B(t)y abbildet. Ferner ist fiir beliebige r € lR die Abbildung 41(r,.) ein
Hom<iomorphismus arf X, :und L2(r, ') ein Homoomorphismus auf ).
Definiert man nun fiir r € R, € € ,{ und n € y

'17(r,  
€,  r7) := (L{r,  f  t r (r ,€,  ry)) ,  L2(r,  Fp(r,  €,  q)))  ,

soist 7/(r,.,.)fi ir beliebiges r € IRein Hom<iomorphismus auf .Y x ), und wegen SatzI.5.3(a)
und (1.92) gi l tTt(r ,0,0) :  (0,0) auf IR. Setzt man schl ief i l ichft ! , . ,  . )  '= 11-t(r , , . ,  . ) ,  dann bi ldet
ft L<isungen von (1.93) auf Lrisungen von (1.95), und ?{ Losungen von (1.95) auf Losungen von
(1.93) ab. Die Aussagen zur Periodizitiit folgen unmittelbar aus den entsprechenden Aussagen
von Satz 1.5.3 und Lemma 1.7.2. Damit ist alles bewiesen. O

L.7.3 Der verallgemeinerte Satz von }lartman-Grobman

Wie in der Bemerkung zu Satz 7.7.3 gezeigt wurde, k6nnen gewisse nichtlineare, endlichdimensio-
nale dynamische Systeme durch einen Homoomorphismus linearisiert werden, sofern die Matrix
des linearen Systems keinen Eigenwert mit verschwindendem Realteil aufweist. Ld,fJt man diese
Voraussetzung fallen, so ist hinldnglich bekannt, da0 eine Linearisierung im allgemeinen nicht
mehr moglich ist. Trotzdem kann man das gegebene nic-htlineare System vereinfachen. Diese
Vereinfachung - die den Satz von Hartman-Grobman als Spezialfall enthd,lt - ist Gegenstand
d.es uerallgemeinerten Satzes uon Hartman-Grcbman. Dieser Satz soll zum Abschlu0 des ersten
Kapitels als letzte Folgerung der entwickelten Theorie fiir kontinuierliche dynamische Prozesse
bewiesen werden. Alternative Beweise findet man in KtncncnaBnR, P.ILMon [19] (nur fiir den
autonomen, endlichdimensionaJ.en Fall), sowie in Htlcnn" [13] und Par,ruen [24].

Satz 1.7.4 (Verallgemeinerter Satz von llartman-Grobman) Gegeben sei der lcontinu-
ierliche dynam'ische Prozefi

'll =

A( t )x  +  F( t , r ,a ,  z )
B(t)v * G(t', r, a, z)
C( t )z  +  H( t , r ,U ,  z )

(  1 .100 )

mit Banachrd,umen X, ! und Z, sowie stetigen Abbildungen A: lR '- L(X), B : lR--- L(y),
C  : l R  - -  L ( Z ) , . F :  I R x  X  x !  x  Z  - - +  X ,  G : l R x . t x l x  Z  -  ! , I f  :  l R  x  X  x !  x  Z  - -  Z
m i t  F ( t ,O ,0 ,0 )  : 0 ,  G( t ,O ,0 ,0 )  =0 ,  H ( t , 0 ,0 ,0 )  =  0  au f  R . .  Fe rne r  ge l te :
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(Hl) Die UbergongsobbiklungenQ bzw.{t bzw.V d,erlinearenProzessei = A(t)r bzw.!1 = B(t)y
bzw. 2 = C(t)z erfil,llen die Abschd,tzungen

l l o ( t , s ) l l  <
l l v ( t , s ) l l  <
l l v ( t , s ) l l  <
l l3( t ,s) l l  <

mit Konstanten I{ ) L und o2 > a1 2 0.

(H2) F{ir aIIe t €k und, (r,y,z),(n,y,z) € X x ! x Z gi l t

l l F ( t , x ,U ,z )  -  F ( t , r , , g ,Z ) l l  <

l lG(t, r, A,, z) - G(t, r, g, z)l l  <
l l / / ( t ,  r ,a, ,z)  -  H(t ,n,y,z) l l  < L l l *  -  n l l+ L l ly  -  y l l  + t ' l lz  -  z l l

mit
o <  L . W O +  K  -  \ n +  r { , ) .  ( 1 . 1 0 1 )

(Hg) Ftir allet elR, c € X, y e! und z € Z gitt

l l F ( t , x , y , z ) l lS  M und  l l / I ( t ,  r ,U ,z ) l l <  M

mit einer Konstanten M >0.

Dann existieren stetige Abbild,ungenV,i: IR x,Y x ) x Z --+ X x y x Z und eine eindeutig
b e s t i m m t e F u n k t i , o n ( c r c z ) : l R x J d - X x Z m i t V ( r , 0 , 0 , 0 )  : 0 1 t , 0 , 0 , 0 )  = ( 0 , 0 , 0 ) u n d '
(c1, c2)(r,0) = (0,0) auf R. sowie folgenden Eigenschaften:

(n) Ftir beliebige r € lR undrT €J ist d,ie Ltisung p aon (1.100) mit p,(r) - ("t(r, n),n,cr(r,n))
die eindeutig bestimmte Lrisung p, aon (1.100) mit folgenden Eigenschaften:

(i) P2(r) = q.

(it) p ist (sf)+ -quasibeschrd,nkt.

(iii) p, ist (- %f)- -quasibeschrdnkt.

Dartiberhinaus'ist ("r,"r) steti,g und eine Peri,odizitd,t der rechten Seite uon (1.100) int
iibertrtigt sich auf (ct, cr).

(b) Der gegebene Prozefi (1.100) ist dem Proze$

i  - A(t)r
i t  - -  B(t)v *  G(t ,cr( t ,u) ,v,cz(t ,v))
2 - C(t)z

(  1 .102)

topologisch dquiaalent und es gilt:

(i) Ist p, eine L1sung uon (1.100), so ist y(',p(')) eine Ldsung aon (1.102)'

(ii) Ist v eine Ltisung aon (1.102), so istir(.,r(.)) eine Liisung aon (1.100).

(ii i) Ftir beliebiges r € lR sind die AbbitdungenV(r,-) undV(r,.) einander inuers, mi'thin

Hom\omorph'ismen auf X x ! x Z.
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(ia) Sind A, B,C, F, G und, H period,ischint mit Periode O, so auchV undV.

Bemerkung: Ist der Prozefi (1.100) autonom und endlichdimensional, d.h. ein endlichdimen-

sionales dynamisches System der Form

,II :

Ar  I  F ( r , y , z )
By  *  G(x ,y ,  z )
C z * E ( r , y , z )

(1 .103 )

m i t . 4  e K M ' M , B  €  K N ' N , C  € f r < P ' P ,  F  : w M  x K N x K P  - -  F - M , G  :  K M  x K N x K P  - *  K N ,

H:KM x KN x KP --+ KP, soist die Bedingung (H1) an die iibergangsmatrizen erfii l lt, wenn

fiir die Eigenwerte von A, B und C gilt:

o Die Realteile der Eigenwerte von A sind negativ,

o die Realteile der Eigenwerte von B sind 0,

o die Realteile der Eigenwerte von C sind positiv.

Geniigt (1.103) auch noch den restlichen Voraussetzungen von Satz 1.7.4, ist es also dem linearen

dynamischen System

? I =

An
By  *  G(c r ( y ) , y , c2 (y ) )
Cz

(1 .104 )

topoiogisch d,quiralent: Es existiert ein Hom<iomorphismus V : KM x KN x KP -- n{M xKN x KP

mit V(0,0,0) = (0,0,0),  der L6sungen von (1.103) auf L<isungen von (1.104) abbi ldet;  die

Umkehrabbildung y-l bildet Lrisungen von (1.104) auf Losungen von (1.103) ab. Die Menge

{(.r(y), a,cz(y)) : y e KN} ist eine globale Zentrumsmannigfaltigkeit fid'r das kontinuierlidre

dynamische System (1.103).

Beweis: Der Beweis verld,uft im wesentlichen wie der Beweis von Satz 1.7.3. Er verwendet nur

Satz 1.5.3 iiber Faserungen des erweiterten Phasenraumes und Lemma 1.7.2.

Zund.chst soll (1.100) durch zweimalige Anwendung von Satz 1.5.3 entkoppelt werden. Da dieser

Satz einen zweigeteilten Prozefi erwartet, wird (1.100) in der folgenden Form geschrieben:

A( t ) r  +  F ( t , n ,U ,z )

(  1 .105 )

zll, erhdlt rnan fiir die

i -

I v l
\t)

Versieht man den Raum ! x Z

Ub"tguogtu,bbildung von

"?,r )
Norm

(:) - (f,'|;;;1,;:,\)
l l l ( y , r ) l l l  : =  l l y l l  +  l l

fiir beliebige f ( s die folgende Abschd,tzung:

, r  / w ( r , s )  o  \ , , ,, , ,  
\  o  = f i " l  J  

t t t  =  sup{ l l v ( t , s )y l l+  l lE ( t ,s )z l l  '  l l y l l+  l l r l l  <  1 }  <

( 
'["

mit der

(l) =("[" "?,, )(i)

s l l v ( t , s ) l l  +  l lE ( t ,  " ) l l  <
19"-ar(t-s) * I{eo"(t-") a

2y  " -a t \ t -  
s )
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f i i r a l l e t € l R , x , i € X , U , ! 6 ] u n d z , 2 Q Z ( v e r g l e i c h e h i e r z u a u c h ( 1 . 7 1 ) ) . F e r n e r i s t ( 1 . 1 0 5 )
dem Proze0

Ferner gilt:

" '  (GU'' '  ' '  "1) - ( : t : ; i '1 ' : l )  i l r  S zzi lc - r i l  + zlm(v,z) - (v,z) i l  ." ' \ " ( r ,  t , y , z l )  
-  

\ " ( t ,  i t u t - t /

Nun ist (1.101) der Bedingung2L < C(21(,-az,-ovt) d,quivalent, mithin sind die Vorausset-
z r r n g e n v o n S a t z l . 5 . 3 e r f i i l l t .  D a m i t e x i s t i e r e n A b b i l d u n g e n s f ) :  l R x  X  - ! x Z : . u ; r , d

" [ t ) : l R x Y x  Z - - + X n r r i t

( 1 . 1 0 6 )

( 1 . r u / , 1

topologisch Squivalent. Betrachtet man jetzt noch den Proze0 auf J x Z, der aus den letzten

beiden Zeilen von (1.108) besteht, so sind ebenfalls die Voraussetzungen von Satz l-.5.3 erfiillt:

Fiir G (und analog fiir f/) gilt niimlich wegen (1.107)

l lG(t,  r [ l )( t ,  a, z),  u, z) -  G(t,r [ t)( t ,  y,z),y,2) l l  <
z l l r [ l ) ( t ,  a ,  z)  - ' [ ' ) ( t ,  y ,z) l l  +  t l ly  -  l l l  +  L l l "  -  z l l  S
2 L l l y - y l l + 2 L l l z - z l l

und (1.101) impliziert - wie man durch Nachrechnen leicht bestd,tigt - die Ungleichung2L <

C ( I i , a 1 , a 2 ) . A l s o e x i s t i e r e n A b b i l d u n g e t " [ t ) ' ] R x ] - - Z u r d r [ ' ) : l R x Z - - + ] m i t

f i i r  bel iebige t € IR, y,y €y und z, z e Z, so dafl (1.108) - und damit auch (1.105) und (1.100)
- rlem Prozefl

i  = A(t)r + F(t,c, "[t)1t, r;;

i t  -  B(t)v *  G(t , r [ ' ) ( t ,  u,z) ,u,2)
2  -  C( t )z  +  H( t , r [ t ) ( r ,  u ,z ) ,u ,2 )

A(t)x + F(t , r ,  r$)1t ,  r ; ;
B (t) y * G (t,r[t)(t, y, "tr) (t, a)), a,"[t)(t, y) )
c(t)z + H(t,"[t)(r, ,f)(t, z), z),rf;)1t, "1, "1

(1 .108 )

( 1 . 1 0 e )

( 1 . 1 1 0 )'lt :

topologisch iquiralent ist. Setzt man

clt,y) := r[t)(t, y,"tr)U,y))
c z ( t , y )  : :  " f ) ( t , y ) ,

erlrdlt man mit Satz l-.3.1 leicht die Aussagen von (a).

Betrachte nun den Teilprozefi

i  =  A( t ) r  +  F( t , r ,  " [ t )1 t ,  r ; ; ( 1 . 1 1 1 )
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von (1.110).  Fi i r  bel iebige t  € lRund r, i  €,Y folgt  aus (1.106):

l lF(t,r,"[ ')(f,  x)) - F(t,e ,s[ ')(r,r)) l l  < Ll l ,  - zl l+ z,l l ls[r)u,d - "5')(r,r) l l l  < 2Lllr - r l l  .

Ferner impliziert (1.101) die Ungleidrtng2L < ?,d.h.(1.111) erfii l lt die Voraussetzungen von
Lemma 1.7.2(a) und ist somit dem linea,ren Proze3 i = A(t)r topologisch dquiralent.

Als nd,chstes soll der Teilproze8

2 = c(t)z + H(t,r[t)(r, r[ ')(r, z), z),rf;)1t, "1, "; (  1 . 1  1 2 )

von (1.110) linearisiert werden. Fiir beliebige t € IR und 2,2 Q Z folgt aus (1.107) und (1.109):

l l [( t ,r[ ')(r, , f)(t,  z),2),rtr)u, z), z) - H(t,rf,r)$,rf)Q,2),2),r i ' )(t ,2),2)l l  <

Aus (1.101) folgt durch leichte Abschd,tzungen die Ungleic-hung4L < ?,d.h. (1.112) erfii l lt die
Vorarrssetzungen von Lemma 1.7.2(b)undist somit dem linea^ren Prozefi 2 = C(t)z topologisch
dcluivalent.

Insgesamt ist schlie3lich der Proze0 (1.110) - und damit auch (1.100) - dem Prozef3 (1.102)
topologisch d,quivalent. Die in (b/ angegebene stetige Abbildung P ist die Hintereinander-
ausfiihrung der obigen Entkoppelungs- und Linearisierungsabbildungen. Da diese Abbildungen
von Satz 1.5.3 und Lemma 1.7.2 geliefert wurden, folgen die Aussagen zur Periodizitd,t von V
aus den entsprechenden Ergebnissen in diesem Satzbzw. Lemmal V(r,0,0,0):  (0,0,0) auf IR
zeigt man wie in Satz 1.7.3. Die Aussagen iiber I folg"o ebenfalls unmittelbar. Damit ist alles
bewiesen.

6 1

o



Kapitel 2

Diskrete dynamische Prozesse

Die Nlethoden und Ergebnisse des letzten Kapitels sollen nun auf di,skrete dynamische Prozesse
- d.h. alrf nichtautonorne Differenzengleichungen - in beliebigen Banachriumen iibertragen
werden. Dabei treten zund,chst einige Komplikationen auf, denn einerseits mufi bei Differenzen-
gleichrrngen mit nichtinvertierbarer rechter Seite eine L<isung nicht auf dem ganzen betrachteten
diskreten Intervall existieren, andererseits ist es nicht ohne weiteres m<iglich, die im ersten Kapi-
tel mehrfach benutzte Zeitumkehr anzuwenden - man br6uchte eine mehr oder weniger explizite
Da^rstellung der Umkehrabbildung der rechten Seite der Differenzengleichung, oder weitere Vor-
a,ussetzungen. Diese Komplikationen krinnen jedoch umgangen werden. Der dabei entstehende
beweistechnische Mehraufwand wird an anderer Stelle wieder ausgeglichen: Die diskrete Topo-
logie dcr ganzen Zahlen Z vereinfacht einige Stetigkeitsbeweise enorm.

Alles in allem erhilt man analoge Ergebnisse zum Fall der kontinuierlic-hen dynamischen
Prozesse. Der Aufbau dieses zweiten Kapitels stimmt mit dem des ersten Kapitels iiberein.

o Im ersten Abschnitt werden grundlegende Definitionen und Ergebnisse iiber nichtautonome
Differenzengleichungen zusammengestellt. .Insbesondere werden die Differenzengleidrung
der gestorten Bewegung, linea,re Prozesse, Ubergangsabbildungen, Variation der Konstan-
ten und das diskrete Gronwall-Lemma behandelt.

o Hierauf wird der Begriff der quasibeschrd,nkten Losung eingefiihrt und einige Aussagen
iiber quasibeschrilnkte L<isungen linea,rer Prozesse werden bewiesen.

o lvlit diesen Ergebnissen kann im ndchsten Abschnitt der Hauptsatz iiber invariante Fa-
serbiindel angegeben werden.

o Wie im Fall der Differentialgleiclrungen werden anschlie3end invariante Faserbiindel durch
L<isungen behandelt,

o und horizontale und vertikale Faserungen des erweiterten Phasenraumes konstruiert.

o Diese Ergebnisse werden sodann verwendet, um das Reduktionsprinzip

o und die Siitze von Ha,rtman-Grobman fiir diskrete dynamische Prozesse zu beweisen.

Alle Ergebnisse werden mit minimalen Voraussetzungen an die rechte Seite formuliert und be-
wiesen. Insbesondere wird die Invertierbarkeit der rechten Seite nur dann gefordert, wenn dies

unbeclingt erforderlich ist. So werden etwa der Hauptsatz iiber invariante Faserbiindel und das

R.eduktionsprinzip fiir nicht notwendigerweise invertierba,re Prozesse bewiesen.
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2.1. GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN UND ERGEBNISSE

Da die Entwicklung der Theorie - wenn der Hauptsatz einmal zur Verfiigung steht - keine
speziellen Eigenschaften von Differential- oder Differenzengleichungen verwendet, kcinnen die
meisten Beweise ab dem vierten Abschnitt fast w6rtlich aus dem ersten Kapitel iibernommen
werden. Deshalb werden diese Beweise entweder ga,r nicht, oder nur sehr knapp angegeben.

2.1 Grundlegende Definitionen und Ergebnisse

Im Gegensatz zu den nichtautonomen Differentialgleichungen waren nichtautonome Differenzen-
gleichungen bis heute nur sehr selten Gegenstand eingehender Untersuchungen. Erst vor wenigen
Jahren erschien das erste Lehrbuch zu diesem Thema: LlxstttrltxaNTHAM, TucIRntn [21].
Deshalb werden im folgenden zund,chst alle grundlegenden Definitionen und Ergebnisse iiber
nichtautonome Differenzengleidrungen, sowie einige Sd,tze iiber linea.re Prozesse angegeben. Die
Da.rstellung orientiert sich im wesentlichen an der Vorlesung Aur,a,tcu [5].

Der wichtigste Unterschied zwischen den Differential- und den Differenzengleichungen liegt in
der unterschiedlidren Zeitskala - an die Stelle der kontinuierlidren Zeit in Form reeller Intervalle
tritt bei den Differenzengleidrungen eine diskrete Zeitskala in Form von "7l-Intervallen": Ein
diskretes Inter"uall oder 1l'-Interuall I ist der Durchschnitt eines reellen Intervalls mit der Menge
% der ganzen Zahlen. .I hei$t nach rechts unbeschrrinfrf, wenn es von der Form

t = {k € 7L : k > oo} -;' l l,^o mit einem ns € 7l)

ist; analog erkld,rt man nach linlcs unbeschrd,nkte %-Interualle. Mit diesen Bezeichnungen kann

nun der Begriff der nichtautorwmen Differenzengleichung definiert werden.

Dazu sei im folgenden .I C Z ein diskretes Intervall, .t und P seien beliebige Banachriume

und /: I x X xP --+.Y sei eine stetige Abbildung. Dann nennt man

a '  =  f  ( l c r x r p ) ( 2 . 1 )

eitne nichtautonome, parameterabhd.ngige Dffirenzengleichung (erster Ordnung), bzw. einen po-
rameterabhd,ngigen, diskreten dynamischen Prozefi. Eine auf einem diskreten Intervall J C I
erkld,rte Funktion \: J -+,t hei0t Ltisung uon (2.1) zum Parameter p € P, wenn fiir alle k e "/
m i t k * 1 e . / g i l t :

) ( k + r ) =  f ( k , ) ( k ) , p ) .

Eine Anfangsbedingung zu (2.1)ist eine Beziehung der Form

z ( r c o ) = 6 o  m i t  n s € I  u n d  € o e  X . (2 .2 )

) hei3t L\sung des Anfangswertproblerns (2.1), (2.2) zum Parameter p € P, wenn Ke € "/
und )(rcs) - (6 erfiillt sind. Losungen diskreter dynamischer Prozesse werden im erweiterten
Phasenraum I x X in naheliegender Weise als Punktfolgen dargestellt. (Vergleiche dazu auch

Abbi ldung 2.1.)
An diese Definitionen schlie$t sich natiirlich sofort die Flage an, untet welchen Bedingungen

zu einem gegebenen Anfangswertproblem eine Ltisung existiert, ob diese Losung eindeutig be-

stimmt und wie groS ihr maximales Existenzintervall ist. Die Antwort auf diese Frage ist (im

wahrsten Sinne des Wortes) einerseits leichter, andererseits komplizierter als bei den Differen-

tialgleichungen:
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Abbildung 2.1: Der diskrete erweiterte Phasenraum

o Betrachtet man das Anfangswertproblem (2.1), (2.2) zvm Parameter p € P, so wird durch
die rekursive Definition

l (^o)  : :  €o ,

A ( k + 1 )  : =  f ( k , ) , ( k ) , p )  f i i r a l l e  k 2 n o  m i t  k + L e I

die offensichtlich eindeutig bestimmte Liisung des Anfangswertproblems auf -[OZ,o erkld,rt.
Auf der einen Seite von K6, nd,mlish in positiver Zeitrichtung, ist die Existenz und Eindeu-
tigkeit der L<isung a,lso eine Tbivialitdt.

o Auf der anderen Seite von rcq ist im allgemeinen jedoch keine Aussage m<igtich. Betrachte
dazu die F\rnktion f :71 x lR -+ IR mit /(ft, r) = 0 ad % x IR. Das Anfangswertproblem

r ' : f ( k , o ) = 0  ,  z ( 0 ) : 1

besitzt keine Losung mit Definitionsbereich n_*,fidir rc € IN. Dagegen besitzt das Anfangs-
wertproblem

x ' = f ( k , o ) : 0  ,  c ( 0 ) = g

unendlich viele L<isungen mit Definitionsbereich 71,-*, f.dLud € IN, nd,mlich die F\rnktio-
nenschar \q : 7L-, -- IR, ( e tR, mit )6(-rc) :- { und )6(&) := 0 fiir & } -rc. Diese
Schwierigkeiten mit der negativen Zeitrichtung verschwinden jedoch sofort, wenn man von
derAbb i ldung/ (& , . ,p ) :X  - - ,Y f i i rbe l ieb igeske lund peP B i jek t i v i td tver langt .  In
diesem Fall ist dann die Ltisung eines Anfangswertproblems auch links von rc6 eindeutig
festgelcgt.

Diese Bemerkungen zeigen, da0 bei der Definition der allgemeinen Losung einer Differenzenglei-
chung einige Vorsicht angebracht ist, sofern die rechte Seite nicht invertierbar ist. Aus diesem
Grund werden nun zwei Arten von allgemeiner L<isung definiert: Die allgemeine L6sung ist
fiir beliebige Differenzengleichungen erklirt und beinhaltet die eindeutig bestimmten L<isungen
aller Anfangswertprobleme in positiver Zeitrichtung, wd.h.rend die enteiterte allgemeine Ldsung
nur fiir invertierbare Prozesse erkld,rt ist und die eindeutig bestimmten Losungen auf dem ge-
samten Definitionsintervall beschreibt. Zur Definition wird wieder die Differenzengleichung (2.1)
betrachtet. Die Abbildung

x - 1 r + 1

) :  {(k, xo,to,Po) € I x I x x xP : k ) xs} --. x
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definiert durch

b5

( r o
)(k; rc6,€o'po) '= 

t t(* - 1,  ̂ (k - 1; rco, €o,po),po)
fiir k = Ko
fiir k > no

fiir k = Ko
fiir lc > no
fiir k < no

(2 .3  )

( ,  4 \

nennt man die allgemeine L6sung des Prozesses (2.1). Fiir eine beliebige rechte Seite / ist
dann die Abbildung )(.;oo,€o,po) die eindeutig bestimmte Lrisung des Anfangswertproblems
(2.L), (2.2) zum Parameter ps € P a:uf. dem diskreten Intervall I i A*o. Ferner folgt aus der
vorausgesetzten Stetigkeit von / mit Induktion leicht die Stetigkeit der allgemeinen Losung ).

Ist fi ir beliebige k € .I und p eP die Abbildu\g f(k,.,p): X --+ ,Y bijektiv mit Umkehrab-
bildung f 

-t(k,.,p) : X --+ ,Y, so nennt man die Abbildung

) : . I x I x X x P - X

definiert durch

, \ (k ; rcs , { r ,Or ) '=  

{

€o
f(k -  1,  )(k -  1;  rc0, €o, po),  po)

f - t (k , ) (k  +  1 ;  rc0 ,€o ,po) ,po)

die erweiterte allgemeine Ldsung des Prozesses (2.1). Ma^n erkennt unmittelbar, dafJ die Abbil-
dung )(.;rc0,6o,?o) die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems (2.1), (2.2) z;um
Parameter po € P auf dem gesamten diskreten Intervall -I ist. Setzt man noch voraus, daf3 auch
die Abbildung .f-r : I x X x P -+ .{ stetig ist, so folgt mit Induktion sofort die Stetigkeit der
erweiterten allgemeinen L<isung ).

Dariiberhinaus imptzieren diese beiden Definitionen fiir beliebige rc, k1,k2 € I, t e lf und
p eP die Gleichung

\ (k2 ;  n ,€ ,p )  =  \ (k2 ;k1 , ) (k1 ;  rc ,  t ,p ) ,p ) (2 .5)

mufj. Fiir diewobei im Fall der allgemeinen Losung noch n 1 k1 ( k2 vorausgesetzt werden
erweiterte allgemeine Losung ist (2.5) ohne Einschrinkung giiltig.

M<jchte man das Verhalten einer Differenzengleichung in der Umgebung einer speziellen
Lrisung untersuchen, so bedient man sich - analog zu den Differentialgleichungen - einer
neuen Differenzengleichung mit trivialer L<isung, die sich in der Umgebung der trivialen Losung
genauso wie der urspriingliche Prozef3 in der Umgebung der gegebenen speziellen Lrisung verhdlt.
Diese Differenzengleichung der gestdrten Bewegung ist Gegenstand des folgenden Satzes, der nur
fiir p arame terunabh d.ngige Differen zengleic-hun gen formuliert i s t.

Satz 2.1.1 Gegeben seien ein diskretes Interaall I C %, ein Banachraum X und eine stetige
Abbildung f : I x X -- X. Betrachte neben dem dislveten dynamischen ProzeJJ

(2 .6 )

mit der speziellen Ldsung p : J -- X, auf einem diskreten Interuall J C I, die sogenannte
Differenzengleichung der gestcirten Bewegung (von (2.6) z:ur L6sung p)

r '  =  f (k , r  +  p(k) )  -  f (k ,  p(k) )

wobei J x X der Definitionsbereich der rechten Seite uon (2.7) sei. Dann gilt:

(a) Die Differenzengleichung der gestirten Bewegung besitzt die triuiale Ldsung auf J.

( r  7 \



66 KAPITEL 2. DISKRETE DYNAMISCHE PROZESSE

(b) Eine auf dem diskreten Interuoll Jo C J definierte Funktion u : Js --+ X ist genau dann eine
Lilsung der Differenzengleichung der gestdrten Bewegung (2.7), wenn v * plt,: Js --+ /
eine Ldsung des ursprtinglichen Prozesses (2.6) i,st.

Beweis: Die Aussage ir (a) ist offensichtlich. Da p nach Voraussetzung eine Lrisung von (2.6)
ist, erhdlt man fiir beliebiges k € Jo mit k * L e Jo die folgenden Aquivalenzen:

u ( k  +  I )  =  f ( k , u ( k ) +  p ( k ) )  -  f ( k ,  p ( k ) )
<+ v(k + t )  + f (k,  u(k))  = f (k,v(k)  + p(k))
<+ u(k *  r )  + p(k + 1) = f  (k,u(k) + p,(k))  .

Dalarrs folgt unmittelbar (b). O

Die Differenzengleidrung der gest<irten Bewegung wird - wie bei den Differentialgleichungen
im ersten Kapitel - das zentrale Hilfsmittel zur Konstruktion invarianter Faserbiindel durch
Losungen sein. Ferner ist auch hier die Bemerkung angebracht, da$ die Differenzengleichung der
gestcirten Bewegung im Rahmen einer rein autonomen Theorie nicht verwendet werden kann:
Selbst wenn die Arrsgangsgleichung (2.6) autonom ist, d.h. wenn die rechte nicht von k abhd,ngt,
ist clie Differenzengleichung der gestorten BewegungQ.T) im allgemeinen nicht autonom!

Na,ch diesen allgemeinen Definitionen und Ergebnissen iiber nichtautonome Differenzenglei-
chrrngen soll nun speziell auf die Klasse der nichtautonomen linea,ren Prozesse eingegangen wer-
den.

Dazu sei I C % wieder ein diskretes Intervall und .t ein beliebiger Banachraum. Ferner seien
Abbildungen A: I --+ L(X) und b : I -- X gegeben. Dann nennt man die Differenzengleidrung

r ' =  A (k )x  +6 ( / c ) (2.8)

Die zugehririge homogene nicht-eine ( inhomog ene ) nichtautonome lineare Di,fferenzengleichung.
ant tonome lineare Differenzengleichung ist durch

(2.e)

gegeben. (Parameterabhingige linea.re Prozesse konnen analog zum Fall allgemeiner Differen-
zengleichungen definiert werden.)

Mochte man die allgemeine L<isung von (2.8) bzw. (2.9) mriglichst iibersichtlich beschrei-

ben, bedient man sich - wie bei den Differentialgleidrungen - der Uberga.ngsabbildung des
homogenen Prozesses. Im Gegensatz ztm kontinuierliclen Fall ist die Ubergangsabbildung im
diskreten Fall jedoch d,uBerst leicht angebbar: Die Abbildung

O :  { (m,  n)  e  I  x  I  :  m>_ n}  - -  L(X)

defiliert durch
f i i r  m = n

. A(") fiir rn > n

hei&t ttbergangsabbildung des (homogenen) linearen Prozesses (2.9). Man iiberzeugt sich leicht,
dafi mit dieser Definition die allgemeine L6'sung von (2.9) durch

gegeben ist.

A(k; rce, €o) = O(k, oo)€o
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Ist fiir beliebiges /c e .I die linea,re Abbildung A(k) bijektiv, so ist auch die rechte Seite von
(2.9) bzw. (2.8) fiir beliebiges k bijektiv. Ferner ist nach dem Satz von der offenen Abbildung
(vergleiche Yosto.l [29, pp. 75ff]) mit .4(k) auch A(k)-t stetig. Fiir die Prozesse (2.9) und (2.8)
sind also die erweiterten allgemeinen Lrisungen erkld,rt und stetig. Um auch diese Abbildungen
mittels der Ubergangsabbildung beschreiben zu kiinnen, wird die folgende Definition benotigt.

Sei fiir beliebiges k e I die Abbildung,a(k) ein Element des Raumes QL(X).Dann nennt
man die Abbildung

O  : 1 x  I  - -  8 [ @ )

definiert durch
i d  f i i r  m = n

A ( * - 1 ) . . . . . A ( " )  f i i r  m >  n
A(^ ) - t  .  . . . .  A (n  -  1 ) - t  f i i r  m  <  n

die eruei,terte Ubergangsabbildung des (hornogenen) linearen Prozesses
allgemeine Losung von (2.9) lautet dann wieder

)(k; rcs, {o) = O(k, rcoXo .

Bevor als nichstes die Darstellung der (erweiterten) allgemeinen L<isung des inhomogenen Pro-
zesses (2.8) angegeben wird, sollen noch einige Eigenschaften der erweiterten lJbergangsabbil-
dung notiert werden: Fiir beliebige lc,m,n € / gelten fiir die erweiterte Ub"tguogrubbildung die
Beziehungen
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O ( - ,  t )  t =  

{

O(k + 1,  rn)  = A(k)6(k,m) ,
A ( k , m )  =  Q ( k , n ) @ ( n , m ) ,

Q ( k , m ) - r  =  A ( m , k ) .

(2 .10 )

(2.9). Die erweiterte

(2 .11 )

(2.12)

Die Gleichungen (2.11) und (2.12) gelten auch fiir die Ubergangsabbildung, wenn man noch
k 2 n ) m f o r d e r t .

Die bereits angekiindigte Formel zur Da^rstellung der allgemeinen Losung des inhomogenen
nichtautonomen linearen Prozesses (2.8) ist Gegenstand des folgenden Satzes.

Satz 2.1.2 (Variation der Konstanten) Gegeben sei der lineare Prozefi (2.8). Dann i,st d,i,e
allgeme'ine L\sung \ uon (2.8) gegeben durth

& - l

)(k; rc6, €o) = O(&, Ko)to * .D 
*(*, i  + 1)b(i)

ftir k > ns. Sind, dariiberhinaus alle Abbildungen A(k) bijektia, so erhd,lt man fiir die erweiterte
allgemeine Ldsung die Beziehung

f i o - l

,\(k; rc6, €o) = 616, rcoXo - D o(r, i + 1)b(i)
i = k

f t i rbe l ieb igesk lno .

Bemerkung: Wie iibtich definiert man !i=- a; := 0 fij'r m > n.
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Beweis: Da unter den jeweils angegebenen Voraussetzungen die L6sung eines Anfangswertpro-
blems in positiver bzw. negativer Zeitrichtung eindeutig bestimmt ist, geniigt es zu zeigen, dafJ
die aufgefiihrten Abbildungen das entsprechende Anfangswertproblem lcisen. Zund,chst gilt:

o(rce, rce)(e - 
E: 

o(rc6, i + 1)b(i) = €o ,

r o - 1

iD(rcs,rcs)(e - t  O(rce,i + l)b(i) = 60,

d.h. die Anfangsbedingungen ,iod "rfiillt. F'0, * ) rce folgt mit (2.11)

eg (otc '  Ko)€.  +  i  e(k , i+  1)b( i ) )  +  b(k)  =
\  i = ^ n  /

* - l

=  o ( k +  1 , r c 0 ) f o +  t  o ( k +  1 , i +  l ) b ( i ) + o ( k  + r , k +  1 ) b ( k )  =
d =  r g

= o(k + 1, rco)€o + i  o(k + 1, i  + 1)b(r) ,
i = x 9

analog erhdlt man fiir k < no die Gleichung

/  ' o - t  \

A@ l iD(k,rce){s - D o]c, i+ 1)6(i)  )  + a1t;  =
\ ' . = , ' /

= o(k + 1, KoXo - 5 o(k + 1, i  + l)b( i)  + o(k * 1, k + 1)b(fr)  =
i = b

= o(e + 1, rco)€o - 
' i 

o(e + 1, i + l)b(i) .
d-k+r

Da,mit ist alles gezeigt. O

Im ndchsten Satz wird das diskrete Analogon zum Gronwall-Lemma behandelt.

Satz 2.1.3 (Diskretes Gronwall-Lemma) Gegeben seien feste Zahlen n e 7t undb € RJ.

Dann gilt:

(a) Erftillen die Abbildungen a,ciT,^ --+ IRf fiir alle le ) n die Ungleichung

& - 1

a(k)  <  c (k )  +  6 Ia ( f )  ,

so folgt fiir betiebiges k ) n:

k

a(k )  <  ( t+  b ) * - " c ( l c )+  D  (1  +b )b - ' ( c ( i )  -  c ( i  -  1 ) )  .
i = x * 1

(b) Ist b < I und erftillen die Abbildungen a,c : (-x, nl n T' -- Rf fir atte k I n die

Ungleichung 
*_t

o(k) < c(k) + bl)a( i )  ,
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so folgt fiir beliebiges h < n:

n - 2

o(k )  S  ( t  -  b )k - *c ( ^  -  1 )+  I ( t  -  6 ) [ - i - l ( cG)  -  c ( i  +  1 ) )  .

Beweis: (o) Setzt man
& - l

ap := c(k) + b I a(;) fi ir lc ) n ,

so gilt nach Voraussetzung fiir beliebig * t >'rdie Abschd,tzung a(k) <a6. Darnit erhdlt man
sofort

o * + r  -  a x  =  c ( k +  1 )  -  c ( k )  +  b a ( k )  ! c ( k +  1 )  -  c ( k )  *  b a * ,

und weiter
o r + r  (  c ( k +  1 )  -  " ( k ) + ( 1  + b ) a *  f i i r  a l l e  k 2  n .

Mit vollstdndiger Induktion folgt hieraus

k

a *  < ( 1  * b ) k - * o ^ +  t  ( t + b ) * - t ( c ( r ) - c ( z - t ) )  f i i r  k )  n ,
i = x l l

und wegen a^ = c(n) und a(k) ( a; gilt schlie0lidr fiir alle lc ) n:

k

o( f r )  <  (11  b) r -^c ( rc ) *  I  f t+b) r -d (c ( r ;  -  c ( i -  t ) )  .
i = r * l

Damit ist der erste Teil von Satz 2.1.3 bewiesen.

lbJ Definiert man

t l d \
0 r : =  ; 7 - { " ( [ ' ) +  u  I  a 1 ; S l  f i i r  k  1  r c - 1 ,

r _ o \  ; = E r  /

so impliziert die Voraussetzung des Satzes fiir beliebiges k ( rc - 1 die Ungleichung a(k) ! l3r.
Damit folgt sofort

0 x -  0 * + r =  . ! 1 " 1 8 ) - . ( f r + 1 ) +  b a ( k 1 1 ) )  <  + ( " ( k ) -  c ( k + r ) * b 0 * + )
I - 0  L - O

und

Br < J- t "&)-c(k*  1)  *  l3r+)  f i i r  k  s  n-2,
r - o

woraus man mit vollstd,ndiger Induktion die Abschitzung

x-2

gr  <  ( r -b )k -^+rp , - '  +  ! ( r  -6 ; r - i - t1 " ( i ) -  c ( i+  t ) )  f i i r  k  1n-2
i = k

erhdlt. Die Definition von B*-l impls,ziert jetzt mit a(k) < Bp fij:r alle /c ( n - 2:

n - 2

"(k)  < (r  -  b)k-^c("  -  1)  + ) l ( t  -  61*- ; - r1cQ) -  c( i+ 1))  .
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Beachtet man noch, daS die Voraussetzung des Satzes fiir k = rc - L die Ungleichung

a(n -  1)  < c( r  -  1)  + ba(n -  I )

ozur Folge hat, ist auch der zweite Teil bewiesen.

Zum Abschlu$ dieses ersten Abschnittes sollen die linea^ren Prozesse noch einmal zugunsten be-

liebiger Differenzengleichungen verlassen werden. Wie bei den Differentialgleichungen ist auch

bei den nichtautonomen Differenzengleichungen der autonome Spezialfall von besonderem In-

teresse: Sei ,Y ein beliebiger Banachraum und f : X -- .t eine stetige Abbildung. Dann nennt

man eine Differenzengleichung der Form

(2 .13 )

eire autonome Differenzengleichung bzw. ein d.iskretes dynamisches System. Autonome Diffe-

renzengleichungen sind also "nichtautonome" Differenzengleichungen, deren rechte Seite von der

Zeit nicht abhingt. Bei festem €o e X unterscheiden sich die Losungen der Anfangswertprobleme

x ' = f ( r ) ,  r ( r c 0 ) = € o

fiir rcs € Z lediglich durch eine Translation in der Zeit. Aus diesem Grund wird in der allgemeinen

L<isrrng von (2.13) die Anfangszeit o.B.d.A. gleich 0 gesetzt. Definiert man fiir /c e INo

p(k ;€o )  :=  ) ( f r ; 0 , (o ) , (2.r4)

so nennt man die Abbildung p : INo X X --+ X die allgemeine Ldsung des diskreten dynamischen

Systems (2.13). Ist die Abbildung / dariiberhinaus ein Homriomorphismus, so ist in (2.I4)

sogar k €% alJassig und man nennt die entstehende Abbildung g:T'x X --+.t die erweiterte

allgemeine L\sung des diskreten d,ynomischen Systerns (2'13).

2.2 Quasibeschrinkte L<isungen linearer Prozesse

Wie bereits bei den kontinuierlichen dynamischen Prozessen im ersten Kapitel, ist auch bei

den diskreten dynamischen Prozessen der Begriff det Quasibeschrtinlctheit d,er Schliissel zum

Ha,uptsatz iiber invariante Faserbiindel. In diesem Abschnitt sollen - nach der Definition der

Quasibeschriinktheit fiir F\rnktionen, die auf diskreten Intervallen erkldrt sind - vier Lemmata

bewiesen werden, die den vier Hilfssdtzen des ersten Kapitels entsprechen.

Zur Motivation der diskreten Quasibeschrinktheit werden zund.chst endlichdimensionale, ho-

mogene linea,re Differenzengleichungen betrachtet. Sei dazu die M-dimensionale Differenzenglei-

chung
(2.r5)

mit einer nicht notwendigerweise invertierba,ren Matrix A en<M"M gegeben. Die Ubergangsab-

bildung iD, die in diesem Spezialfall wieder Ub"tguogt-atrix genannt wird, kann leicht angegeben

werden. Sie lautet fiir rn, n € T' mit m Z n

Q(m,n)  =  !n -n  ,  Ao  :=  id  ,

weshalb die allgemeine L<isung von (2.15) durch

\ (k ;  n ,€)  = .4*-^€
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gegeben ist. Im Anhang wird gezeigt (Satz A.3.5, Seite 131), da3 fiir beliebiges a > ob^^*(A)
eine Konstante .If = .Ii(o) ) 1 existiert, mit

ll.4u-^ll l l iok-' fi ir alle k ) n .

Fiir beliebige &, rc € 7L :��urr,d, € e K- erhdlt man somit

l l ) (k ; rc ,O l l  !  r i l l { l l ak -^  f i i r  a l le  k  }  n  .

Bei gegebenem a > 0 weisen also - unter gewissen Voraussetzungen an die Betrige der Eigen-
werte von A - alle Lrisungen von (2.1-5) fiir k -+ oo dieselbe, von a abhd,ngige, "exponentielle

Abklingrate" auf, die sich jedoch von der Abklingrate im kontinuierlichen Fall leicht unter-
scheidet. Dieser neue Begriff der Quasibeschrdnktheit wird in der nd,chsten Definition exakt
eingefiihrt.

Definition 2.2.1 Gegeben seien ein r7 e B"t , e'in Banachraum X , ein diskretes Interuall I C 7l'

und eine Abbi,ldung g : I --+ X.

(a) g heifit 7+-qua,sibeschrd,nkt oder r1-quasibeschrd.nkt fiir k -- @, u,enn I nach rechts unbe-
schrdnlct ist und filr ein n € I gilt:

sup{ l le (k ) l ln -o ,  k  )  rc }  <  m .

In diesem FalI definiert man llgllf,, := sup{llg(k)llrt-r : k > n}.

(b) g heifit 4--quasibeschrinkt od,er q-qtasibeschrinkt fiir /c --+ -@, u)enn I nach linlis unbe-

schrtinkt ist und. fiir ein x € I gilt:

s u p { l l e ( k ) l l n - r , k  (  r c }  <  o o .

In diesem Fall d.efiniert man llgll;., := t"p{lls(k)llrl-r : k < n}.

(c) g heifit r;-quasibeschrd,nkt, wenn I = 7L ist und g die folgende Abschritzung erfiillt:

s u p { l l s ( / c ) l l r t - k : k  e % }  <  a  .

Man setzt dann llgll, := sup{llg(k)llrt-u , k e A}.

Wie im ersten Kapitel sollen einige Bemerkungen diese Definition nd,her erld,utern. Sei dazu
g : T, ---,,Y eine beliebige Abbildung.

(a) g ist genau dann 4-quasibeschrd,nkt, wenn fiir alle k e 7L

l lg(r) l l  < c,tr

gilt, mit einer Konstanten C >_ 0. (Siehe Abbildung 2.2(a). Die Kreise geben den Verlauf
von Cqk an, die Rauten den von llg(f)ll.)

(b) Fiir T = I entspricht die 4-Quasibeschrinktheit der gewohnlichen Beschrd,nktheit von X-
wertigen Abbildungen. Ferner ist g genau dann ry+-quasibeschrd,nkt, wenn fiir ein n e % die

Einschriinkung von g a:uf 7l'^ beschrd,nkt ist. Analog liifit sich die r7--Quasibeschrfi,nktheit
charakterisieren. (Siehe Abbildung 2.2(b).)

7 l



72 KAPITEL 2. DISKRETE DYNAMISCHE PROZESSE

Abbildung 2.2: Diskrete quasibeschrd,nkte Abbildungen

(c) Gilt 0 < 4 ( 1, so klingt eine q+-quasibeschrd,nkte Abbildung g fiir ,t -+ oo exponentiell
ab. (Siehe Abbildung 2.2(c).)

(d) Ist \ ) L, so klingt eine q--quasibeschrdnkte Abbildung g fiir & -- -oo exponentiell ab.
(Siehe Abbildung 2.2(d).)

(e) Die Nullabbildung ist 4-quasibeschriinkt fiir beliebiges ? € n+.

Mochte man jetzt die vier Lemmata des ersten Kapitels iiber quasibeschrd,nkte Losungen linearer
Prozesse auf fie diskrete Situation dieses Kapitels iibertragen, so wird man mit den folgenden
beiden Problemen konfrontiert:

o Lemma 1.2.2 garantiert fiir gewisse linea.re Prozesse eine eindeutig bestimmte quasi-
beschrf,,nkte Ltisung fiir t --+ -m. Wiihrend jedoch im kontinuierlichen Fatl alle Lcisungen
der betrachteten Prozesse auf dem gesa-ten Intervall existierten, ist die Existenzfrage bei
den diskreten dynamischen Prozessen durchaus nichttrivial - es sei denn man verlangt
von der rechten Seite des Prozesses Invertierbarkeit, und gerade das soll ja vermieden
werden.

o Desweiteren wurde im ersten Kapitel mehrfach das Konzept der Zeitumkehr verwendet.
Eine Ubertragung dieser Beweismethode auf den d.iskreten Fall scheitert zum einen wieder
an der im allgemeinen nidrtinvertierbaren rechten Seite, zum anderen wiirde man selbst
im invertierbaren Fall eine mehr oder weniger explizite Darstellung der Umkehrabbildung
der rechten Seite ben6tigen, die jedoch ohne weitere Voraussetzungen nicht angebbar ist.

Diese Probleme krinnen zwar gel<ist werden, haben aber einen (noch ertriglichen) beweistech-
nischen Mehraufwand zur Folge: Da es nicht mehr m6glich ist, zwei der vier Lemmata auf
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die anderen beiden zuriickzufiihren, miissen alle vier Hilfssd,tze eigens bewiesen werden. Als

Entschiidigung kann man im nichsten Abschnitt den Hauptsatz iiber invariante Faserbiindel fiir
n'k:ht notwendigenneise inuertierbare diskrete dynamische Prozesse formulicren. Der Beweis des

Hauptsatzes ben6tigt jetzt alle vier Lemmata.
Zuniichst soll das diskrete Analogon zu Lemma L.2.2bewiesen werden. Ruft man sich noch

einmal das Beispiel
r t  = 0

des letzten Abschnittes ins Gedd,chtnis zuriick, kcinnte man auf den ersten Blick leicht entmu-
tigt werden: Lemma 1.2.2 garantiert im kontinuierlichen Fall genau eine fiir f -> -oo quasi-

beschrd,nkte L6sung, wd,hrend das obige diskrete Beispiel iiberhaupt nur eine einzige Losung
auf ganz % besitzt! Diese Lrisung ist aber zum Gliick die Nullabbildung - und damit qua-

sibeschrd,nkt fiir k --+ -oo. Es wird sich bald zeigen, dafi dies kein Zufall ist. Die folgende

diskrete Version von Lemma L.2.2 garantiert unter :ihnlichen Voraussetzungen eine eindeutig

bestimmte, fiir k --+ -m quasibeschrinkte L<isung auf dem gesamten betrachteten Intervall,

ohne eine Invertierbarkeit der rechten Seite vorauszusetzen.

Lemma 2.2.2 Gegeben sei der parameterabhtingige, dislcrete dynamische ProzeS

x ' =  A ( k ) r +  f ( k , r , p ) *  f o ( k , p ) (2 .16 )

mit einem nach linl;s unbeschrtinlcten, dislreten Interuall I C 71, Banachriiumen X und P,

sow' ie stet igen Abbi ldungen A: I  --+ L(X),  f  :  I  x X xP ' --+ X und fo: I  xP ' -+ X; Q sei

ilie ibergangsabbildung des linearen Prozesses r' = A(k)n. Femrer gelte fiir beliebige m,n Q I,

r , i e  X  u n d p € P :

l l Q ( - , " ) l l < I { a ^ - "  f { i r  m ) n ,  ( 2 . 7 7 )

f ( k , o , p )  = 0 ,  ( 2 . 1 8 )

l l f ( k , r , p ) - f ( k , r , p ) l l <  L l l r - t l l  ,  ( 2 . 1 e )

m'it Konstanten a > 0, -ff ) L und L > 0. Dann gilt fiir beli'ebiges 'l > a + I( L und x € I :
Ist fir alle p €P d,ie Abbildung fr(.,p) 1--quasibeschrd'nkt mit

l l /o ( . ,p ) l l ; . . , (M f i i re in  Me IRI , (2.20)

sobes i tz t (2 .16) f i i r  jedespeP gen&ue ine l - -quas ibeschr t in lc teLdsungp( ' ,p ) : I ' -X  und"es

gilt: 
k-

l lp( ' ,p) l l ; , - ,s ;_;_ol l lo( ' 'p)11^"" , .  (2.2r)

Dar t iberh inaus is td ie  Abb i ldung p :  IxP - -+  X  s te t ig .  I s t I  =  T '  und.  fo ( ' ,p )  sogo, r^ l -
quasibeschriinkt, so ist auch p(',p) 1-quasi,beschrtinlct und es gilt:
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l lp( . ,p) l l , '  t  ,  -# ,-Ll lo( ' ,p) l l . ,  . ( ,  , r \

Bemerkung: Wie bereits Lemma L.2.2 ist auch dieses Lemma auf Prozesse der Form

r ' = A ( k ) r * F ( k , r , p )

anwendbar, wern die Abbildung F: I x X xP --+,{ den Bedingungen

l l r (k,  r ,p)  -  F(k, i ,p) l l  !  t l l r  -  r l l  und l l ,F(k,0,p) l l ; , . ,  S M
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geniigt: Man setzt dazu

f  ( k , r , p )  :=  F (k , t , p )  -  F (k ,0 ,p )  ,

f o (k ,p )  :=  F (k ,0 ,p )  .

Diese Bemerkung kann auch auf die folgenden drei Lemmata angewandt werden.

Beweis: Der Beweis ist vdllig analog zum Beweis von Lemma 1.2.2 aufgebaut.

( I )  Se i  zund,chs t  f  =  ( -oo ,  n )nT ' ,  fo (k ,p ) :  0  au f  I  xP und . t  =  0 ,  d .h .  f (k , r ,p ) :  0  au f

I x X xP.Ist p,: f ---+,t eine 7--quasibeschrd,nkte L6sung von o' : A(k)r und rce € l beliebig,

aber fest, so impliziert die Definition der Ubergangsabbildung fiir beliebige k I ns die Beziehung

p(xo) = o(rce'  k)p(k) '

und mit (2.17) folgt hieraus:

denn nach Voraussetzung is t  1>  a+I iL  =  a  )  0 ,  d .h .  1>  1 .  A lsog i l t  p (no) :0 f i i r  be l ieb ige

Ks € I l weswegen die triviale L<isung die einzige 7--quasibeschrd,nkte L<isung von (2.L6) ist. Die

Abschdtzung (2.2L) ist dann offensichtlich erfiillt.

( I I )  Se i  nun 1= ( -m,  n ln1 l ,  / s  be l ieb ig  und - [  =  0 ,  d .h .  f (k , * ,p )  =  0  au f  I  x  X  xP.  D ie

Eindeutigkeitsaussage des Lemmas folgt unmittelbar aw (I), denn die Differenz zweier verschie-

dener 7--quasibeschrd,nkter Losungen von o' = A(k)r * fr(k,p) zum Parameter p € P wate

eine nichttriviale 7--quasibeschrd,nkte Losung von r' = A(k)r. Zum Beweis der Existenzaussage

definiert man 
&_l

p(k ,p )  '=  D 6(k , i  *  I ) f s ( i ,p )  .

Diese Reihe konvergiert fiir beliebige, u alltd p € P denn es gilt

n n d n a c h V o r a u s s e t z u n g i s t l > a + K L = a t ) 0 . F i i r a l l e k e - I m i t k + 1 € . f u n d b e l i e b i g e s
p €P folgt nun aus (2.11) unter Beachtung der Stetigkeit und Linearitit von A(,h):

k - l

A(k)p,(k,p) *  fo(k,p) = A(k) 
. I  

o( t ,  i  I  L) fs( i ,p)  *  fo(k, i l  =

o- r .  
'= - -

= |  a1r )o1k , i  +  t ) fo ( i ,p )  +  o (k  +  r ,k  *  L ) f6 (k ,p )  =
i = - m

k

= D O(r + t , , i  + I ) fo( i ,p)  = p(k + I ,p)  ,
i = - r c

l lp ( "o) l l  =  l lo ( "o , r )p( r ) l l  <  l lo ( ro , r ) l l . l lp (* ) l l  S f fo^" -ntn l lp(k) l l ' y -n  <

\  a , /

l lo(k,  i t  1.) fs( i ,p) l l  S r fak- ' - ' l l fo( i ,p) l l  < / fak-1 ( l ) ' i lnt  ,p) l l ; . ,  f i i r  a l le i  1k ,
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d.h. p(.,p): f -- X ist eine Lcisung von n' : A(k)a l- fo(k,p). Die Abschiitzttug (2.21) ergibt
sich wie folgt:

& - l  l - l

l lp(e,p)l l  !  D l lo(r, i+ 1)l l  .  l l / .(; ,p)l l  < D ttc�u-'- ' t ' l l fo(i,p)l l-y-o <
d = - o  d = - r c

k - r  z ^ ,  r  i  ( o )  
t - *

f = - @ ' ' ^ l

Ii'
= 

; ; l l /o( ' ,p) l l ; , ro

fiir alle fr e .I und p e P, af,so

llt G,p)llt-r S 
*l l/o(.,p)|1,., 

f i ir alle k 1 n ,

d.h.  l l i r ( . ,p) l l ; . ,  < #l l /o( . ,p) l l ; . ,  = 1-f  KLl l lo( . ,p) l l ; . , .
Bleibt nur noch die Stetigkeit von p,: I xP -- X nachzuweisen. Wegen der diskreten Topologie
auf .I geniigt es offensichtlich zu zeigen, dafl fiir beliebiges festes ns € I die Abbildung p(rc6,.) :

P -- X stetig ist.

Seien also po € P und e > 0 beliebig vorgegeben. Wegen der leicht einsehbaren Konvergenz
der Reihe

K o - l  / -  \  i

Y z t t u , � r o - t { r l
,?*--- 

- '" 
\o/

existiert ein rts < rcs mit
f t o - l  z ^ , r  d

Y  z K M a ^ o - t  { - L l  <  :
, - " * - " " ' *  \ a /  

-  
2 '

Dara,us erhdlt man mit (2.17) und (2.20) fiir beliebiges p € P die Abschd,tzung

i o - l  f ; o - l

l l ,e o(rcs, i  *  L)fs( i ,p) - ,1iD(rc6, i  *  1)/r( i ,p6)l l  <

i o - l

i = - o

f r o -1

i = - m

i -9 : t  / , y \ t  €

Wegen der vorausg"r";;; Stetigkeit von /e und A(k), k € I,existiert ein 6 > 0, so dafJ fiir alle
p € Ba(po) grlt:

6 o - 1  t o - l

l l  ) -  o1"0 ,  i+L) fo ( i ,o ) -  
t  

Q(ns , i *  l ) , fo ( i ,po) l l  <  ;

75
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Zusammen mit (2.23) folgt hieraus fiir alle p e Ba(po) die Abschd,tzung

, i o - l  6 o - l

l l l , ( *o ,  d -  tL (Ko,po) l l  =  l l  D  o(o ' , i+ I ) fo ( i ,p ) -  t  O( rcs , f  +  l ) /o ( i ,po) l l  (
d = - r c  i = - m

i o - l  i o - l

S l l  !  o1"o , i  + r) fo( i ,p)  -  t  o(rc6,  i  + l ) /o( i ,po) l l  +
i = - o  i = - @

F o -  I  x o -  1

+l l  D  o( rcs , f  +  l ) / s ( f ,p ) -  D  o( rcs , i *  1 ) " fo ( f ,po) l l  <
Fo f to

Damit ist (II) voilstiindig bewiesen.

(/11) Seien nun -t 2 0 und /6 beliebig, 1= (-oo, n)n%. Der Beweis kann fast wortlich vom

kontinuierlichen Fall iibernommen werden und verwendet wieder den Banachschen Fixpunktsatz.

Sei dazu B der lineare Raum aller stetigen Abbildungen v : I xP -* X, die die folgenden beiden

Eigenschaften besitzen:

o Fiir jedes p € P ist u(.,p): I --+ X eine 7--quasibeschrd.nkte Abbildung.

o Die Menge { l l r ( . ,  p) l l ; , - , :  p €P} ist  nach oben beschrd,nkt.

Definiert man auf 6 eine Norm durch

l l l z l l l  :=  sup{ l lz ( . ,p) l l ; . . ,  ,  p  eP}  ,

so wird 6 dadurch zu einem Banachraum.
Zur Konstruktion einer Kontraktion auf B sei u € B beliebig. Betrachte nun den diskreten

dynamischen Proze0
x '  =  A(k )n  +  f (k , r (k , ,p ) ,p ) *  fo (k ,p )  .  (2 .24)

Da fiir alle /c e .I wegen (2.18), (2.19) und (2.20) die Abschiitzung

l l f  (k,u(k,p),p)+ fo(k,p)l l t-o <

s t l l l , l l l+u (2.25)

erfiillt ist, ka,nn man (II) afi (2.24) anwenden. Es existiert demnach eine stetige Abbildung

u* : f xP - X, so dafi u*(.,p) die eindeutig bestimmte 7--quasibeschrd,nkte Losung von (2.24)

zum Parameter p € P ist, und fiir beliebige p €P gilt:

< 
tt (t l l lvl l l+u7,' ^ ' l _ . | _ a ' ' . \  , _ , y _ o '

d.h. u* € 6. Definiert man nun
T v : = v * € 8 ,

so folgt hieraus mit (2.25):

Ti-

l lTr)(,p)l l ; . ,  s t=Qllr(-,p)l l ; , . ,+ l l / .(. ,p)l l i . ' )  .  (2.26)
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Behanptung: Die Abbildung T : B --+ B ist eine Kontraktion.

Seien dazu u1,u2 € B beliebig. Dann ist fiir jedes p € P die Abbildung (74 - Tu2)(.,p) eine

7--quasibeschrd,nkte Losung des diskreten Prozesses

r '  = A(k)n + f (k, u{k, p), p) - f(k, ur(k, p), p) . (2 .27)

Wie (2.2! erfiillt auch (2.27) die Voraussetzungen von (II). Mit (2.19) und (2.21) erhdlt man
fiir beliebiges p €P

ll(r,, - rv)(.,p)ll;., s fltf"r 
- vz)(.,p)lli-, s #llp, 

- ,,lll ,

und damit schlie0lidr durch Bildung des Supremums

lllr,, - ru,lll t Xlll,, 
- ,,lll .

Gemii0 Voraussetzung ist 'y > a + I{L,, d.h. # < L. T ist also eine Kontraktion und besitzt
nach dem Banachschen Fixpunktsatz 4.2.1einen eindeutig bestimmten Fixpunkt in 6.

Sei p € 6 dieser eindeutige Fixpunkt und p € P beliebig, aber fest. Die Anwendung der obigen
Fixpunktargumentation auf den diskreten dynamischen Proze0 (2.16) bei festem p impliziert wie
im kontinuierlichen Fall, da8 (2.16) genau eine 7--quasibeschrd,nkte Losung besitzt, und die ist
nach Konstruktion von ? gerade p(.,p).

Da wegen p e B die Abbildung p stetig ist, bleibt nur noch die Abschd,tzung (2.2L) z't zeigen.
Unter Beachtung vonTp,(.,p) = p(,p) folgt dazu aus (2.26):

und schlie8lidr

l lp(. ,p)l l ; . ,  = #l lp(.,p)l l ; . ,  -  hl l lo(.,p)l l i . ,  ,

l lp(.,p)l l ; . ,  = 
, _:_ -r l l l ,(. ,p)l l ; . ,  .

Damit ist (III) vollstdndig bewiesen.

(IV) Ist I c T, ein beliebiges nach links unbeschrd,nktes, diskretes Intervall und rc € 1 beliebig,
so existiert wegen (III) zrjedem p €P eine eindeutig bestimmte 7--quasibeschrd,nkte Losung
p(,p):(-oo, nlnl l '  - -+ X von (2.16),  und die Abbi ldung p ist  stet ig.  Man i iberzeugt sich leicht,
daf i  dann p: I  xP - X, def iniert  durch

(  n , ( * , i l  ,  k l n
P ( f r , P ) : =  {  i

[  ^ (b ;  , , i t (o ,p ) ,p )  ,  l ,  ]  n  )

die Forderungen des Lemmas erfiillt. (,\ sei die allgemeine Ltisung von (2.16) gemifJ (2.3).)

(V)Se inun l=7L, fo ( ,p ) f i i r jedespePeineT-quas ibeschrd ,nk teFunkt ionund- t20be l ieb ig .
Gemii$ (IV) eistiert fiir p € P eine eindeutig bestimmte 7--quasibeschrd,nkte Losung p(-,p)
von (2.16),  und mit  l l /o(. ,p) l l ; . . ,  S l l / . ( . ,p) l l . '  f i i r  al le n €71folgt aus (2.21):

It'

l l t '(,p)l l;,., < 
1:;_ K Lll lo(',p)l l., 

f i ir alle n € % .

Fiir rc -r oo erhdlt man schliefjlich:

l lr,(',p)ll-, = Jllg llp(',p)ll;., < ;- 
L- 
,: x r,ll/o(',p)ll-, ,
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d.h. p(.,p) ist 7-quasibeschrd,nkt und erfii l lt die Abschd,tzung (2.22). O

Das nun folgende Gegenstiick zu Lemma 1.2.3 wird vollig analog unter Verwendung der Variation

der Konstanten (Satz 2.L.2) und des diskreten Gronwall-Lemmas (Satz 2.1.3) bewiesen. Da nur

Aussagen beziiglich der Quasibeschriinktheit von Lcisungen fiir k --+ m gemacht werden, ergeben

sich durch die im allgemeinen nicht invertierba.re rechte Seite keine zusd,tzlichen Probleme. Das

Lemma wird wieder nur fiir parameterunabhd,ngige Prozesse formuliert.

Lemma 2.2.3 Gegeben sei der dislvete dynamische Proze$

r ' = A(lc)r + f(k,r) +,6(fr) (2.28)

mit. einern nach rechts unbeschrd,nkten, d,islereten Interaall I C %, einem Ban.achraum X, sowie

s t e t i g e n A b b i l d . u n g e n A : I - - L ( X ) , f : I x X - + X u n d f o : I - - + X ; Q s e i d , i e U b e r g a n g s a b b i l d u n g
des lineoren Prozesses x' = A(k)x. Fem,er gelte f{ir beliebige ffi,n € I und r,i € X:

l l0(- ,  n) l l  < I (a^-"  fur  m) n ,

/ (k 'o ;  =  g  '

l l f  (k ,*) -  f (k , t ) l l  < L l lx  -  n l l  ,

/ ,  ? q )

(2 .30)

(2.31)

(2,32)

mit Konstanten a > 0, .fi 2 t und L > 0. Dann gilt fur beliebiges 7 > o + Ii L und n e I :
Ist fs eine 1+-quosibeschrd,nkte Abbildung, so ist jede Li)sung p.: I -+ X aon (2.28) ebenfalls

1+ -qu,asibeschrdnlct und gentigt der Abschdtzung:

l lpl l l , ' ,  ( rr l lp(rc)l lr- '+ ;{-Tf l l / , l l l , . ,

B e w e i s : S e i p : I - - X e i n e b e l i e b i g e L o s u n g v o n ( 2 . 2 8 ) u n d r c € / b e l i e b i g , a b e r f e s t . D a n n
erhiilt man durch Variation der Konstanten (Satz 2.L.2) fiir alle k 2 n die Gleichung

* - l

p(k) = o(k, rc)p(rc) + I o1r, i + L) (f (i, p,(i)) + /o(i)) ,

uncl <laraus unter Anwend.ung von (2.29),',r.ro, und (2.31):

i - 1

l lp(r) l l  < I io�k-. l lp,(n) l l  + |  11't ' � - i -r  ( l l / ( i ,  p( i))  -  /( i ,0) l l  + l l / ' ( i ) l l )  <

i = r

r - 1
= r irrk-^l lp(^) l l+ r iLak-r D ttpt; l i lo- '+

Mit den Abkiirzungen

r(.�k-,r ttr.t,rtrr-' (1)' .
i = x

t - l  / ^ , \  i \

t f^ i l+  \ -  I  -L  I  Ir . / u r ^ , 7  
/ _ \ " /  )  

.
/  

t = ^

= r '"  ( l l r t^) l lo-^ - * I  l lp(r) l l ' - '  + * l

ftr"rlt, t (1)'A(ft )  := l lp(k) l lcr- '  und r(k)  := / r  l lp(rc) l la-^ +
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folgt 
n- r k-r

A ( k )  < I ( k ) + f I r t t ; )  f i i r a l l e  k 2 n .

Anwendung des Gronwall-Lemmas lSutz Z.t'.2(o)) liefert fiir alle k ) ndie Abschiitzungen

/  , ' � r r r c - x  h  
/  . I f r \ r - i

^(k) <
\ o / ,_!**,

/ i l lp,(rc) l lo-^ (r * t*)r-.  + #i l / , i l t . , ,*,  ( i) ' - ' ( ,  * #) '- '=

rr l lp(rc)l lo-*(o + r{L)k-*+ 
f t tr . i l l " ,  (#)-,*,  (#) ' :

= / r  l lp ( rc) l lo-u(o + I iL)k-^+ 4t t f " t t i  f  
"  +  / i ' ) '  .|  , ' l l . r u l l r r r \  A  )

L  ( (  t  \ r + t  I  t  t ' * r \

i= l(;rrz) 
- ("-FZ) )s

s  / i  l l p ( r c ) l l a -  
k r k - x 1  { ; 1 r . l l l -  ( a  +  r r z ) *  a  *  I { ! - -  (  , t r , r ) o * '  =' \ ' - l r t -  

, t t J u t t n f l  \  o  )  l - c � - I { L \ o * I i L )

= /r l lp(rc)l l7-^ (u ) 
n 
* --- r- l t l . l t l-  (z) 

-

\ a /  1 - a -  I i L r r r v r r t " Y  \ a /

und

l lp(r" ') l lr-* = A(k) (;) '  = r l lp(rc)l17- ^ +;* r;r, l l / , i l1,.,
p ist somit 7+-quasibeschrd,nkt und geniigt der Abschd,tzung (2.32). O

Wie im ersten Kapitel werden jetzt Strirungen linea,rer Prozesse untersucht, deren iibergangs-
abbildungen fiir k --+ -oo quasibeschriinkt sind. Bereits die Formuiierung des letzten Satzes

deutet aber an, da0 man nun nicht mehr ohne jegliche Invertierbarkeitsvoraussetzung auskom-

men kann: Die UbergangsabbildunB 6(m,n) eines beliebigen linea.ren Prozesses ist nur fiir

Argumente m ) n definiert, und diese Definition liifit sich bekanntlich bei nichtinvertierbaren

Prozessen fiir rn ( n auch nicht verniinftig erweitern.
Aus diesem Grund wird in den beiden folgenden Hilfssd,tzen stets die Invertierbarkeit des

(ungestrirten) linearen Prozesses vorausgesetzt. Damit ist dann d.ie erweiterte Ubergangsabbil-

dung erkld,rt, und man kann die Voraussetzungen der Lemma,ta analog zu Lemma 1.2.4 und
Lemma, 1,.2.5 formulieren. Zund,chst wird das diskrete Analogon zu Lemma 1.2.4 behandelt.

Lemma 2.2.4 Gegeben sei d,er parameterabhringige, diskrete dynamische Prozefi

x '  =  B(k )y  +  s (k ,y ,p )+  9o(k ,p1 (2 .33)

m,it einem nach rechts unbeschrtinkten, dislreten InteruaU J C 7I', Banachriiumen J) undP,

sowie stetigen Abbildungen B : J --- QL(!), 9 | J x y x P -. ! und gs : J xP --- )); V sei

die enneiterte Ubergangsabbildung d,es linearen Prozesses y' = B(k)y. Ferner gelte fiir beliebige

m , n € J , A , A e  !  u n d p € P :

l lV ( - , " ) l l <  I {B  - "  
f i r  m  {  n , (2.34)
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s ( k , 0 , , p ) - 0 ,  ( 2 . 3 5 )

l lg (k ,v ,p ) -  s (k ,v ,p ) l l<  L l l v  -  v l l  ,  (2 .36)

mit Konstanten B > 0, .ff ) I und L>-0. Danngiltfurbeliebiges0 <r7 < P - I iL und x€ J:
Ist fiir alle p €P die Abbildung So(.,p) q+-quasi,beschrtinkt mit

l lso(. ,p) l l : , ,<M f i i rein Me Rfr, (2 .37)

so besitzt (2.33) fir jedes p eP gerwu eine q+-quasibeschrtinlcte Ldsung p(.,p): J - ! und es

silt:
(2 .38)

Dartiberhinaus ist d.ie AbbiWung p : J xP --+ )) stetig. Ist J = 7l' und go(.,p) sogar n-
qttasibeschrdnlct, so ist auch p(.,p) q-quasibeschrd,nlct und es gilt:

It
l lp( ' 'p) l l I , ,  < g_;_ t ; t l lgo( ' ,p) l l i ,n .

l lp( . ,p) l ln t  T+- ,* l lgo(. ,p) l ln . (2.3e)

Beweis: Da der Beweis fast w<irtlich vom Beweis des Lemmas2.2.2 abgeschrieben werden kann,
soll im folgenden nur eine kurze Beweisskizze angegeben werden.

(I) Ztnachst wird fiir den Spezialfall 1 -- 7L*, go(k,p) = 0, L = 0 gezeigt, dafl eine r7+-
qrra,sibeschrinkte L<isung p : J --+ ) von y' = B(k)y wegen der Abschiltzung

l lp(".) l l  = l lv( '0, r)p(t) l l  S l lv(^0, r) l l  .  l lp(r) l l  < K P*"-unrl lp(k)l lry-n <
/  n \ n

fiir beliebiges Ks € "I, gleich der Nullabbildung sein mufi, d.h. die triviale L<isung ist die einzige

4+-quasibeschrd,nkte Losung von (2.33), und sie erfiillt offensichtlich die Abschiitzung (2.38).

(II) lm zweiten Teil wird wieder der linea,re, inhomogene Spezialfall L = 0 untersucht, mit

J = 71,*. Die Eindeutigkeitsaussage des Lemmas folgt unmittelbar arc (I), zum Beweis der
Existenzaussage definiert man

t  G,d,= -  i  i [ (k ,  i  *  r )ss( i ,p)  .
i = k

Die vorausgesetzte 17+-Quasibeschrdnktheit von go(.,p) impliziert mit (2.34), dafi diese Reihe fiir
beliebiges k e J und p € P konvergiert. Wegen B(h) € gL(y)fiir k e "I erhdlt man nun fiir alle
k e J und beliebiges p € P mit (2.11):

B(k)p(k ,p )+  so(k ,p )  =  -B(k )Dv( r ,  i * r )ss ( i ,p )+  go(k ,p ) :
i= /c

@

= -  !  a1r lv  (k , i  +  r )go( i ,p)  +  v(k  + L,k  *  r )ss(k ,p)  =
i= /c

@

=  -  t  V ( k +  I , i * 1 . ) s s ( i , p )  =  t t ( k  * t , p ) ,
r '= /c*1
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d.h. p(.,p) : J ---+ ) ist eine L6sung von y' = B(k)y + go(k,p).Ferner folgt aus der Abschd.tzung

l lp(k,p) l l  <
i = l  d= t

I(= 
frllso(,p)lll,,,to

f i i ra l le  k  e  J  undp €  Psch l ie3 l i ch :  l lp ( . ,p ) l } , rS  *5 l lgo( . ,p ) l l l r .  D ie  S te t igke i tvon

1t : J x P -- ! zeigt man wie in Lemma 2.2.2.

(III) Der allgemeine Fall wird mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes zund,chst fij'r J = 7L*
bewiesen. Der Banachraum 6 besteht dabei aus allen stetigen Abbildungen / : J x P --+ ), die
die folgenden beiden Eigenschaften besitzen:

o Fiir jedes p € P ist v(.,p): J ---+ )) eine 4+-quasibeschrd,nkte Abbildung.

o Die Menge { l l r ( . ,p) l l j .n:  p € P} ist  nach oben beschrd.nkt.

Die Norm auf 6 wird durch

l l l z l l l  : =  sup { l l z ( . , p ) l l } . ,  '  p  €P}

definiert.
Zur Def ini t ion der Kontrakt ionT:B --+ B sei v € 6 bel iebig. Derdiskrete dynamische

ProzeS
y '  =  B(k )y  +  s (k , r (k ,p ) ,p )+  so(k ,p )  (2 .40)

erfii l lt wegen (2.35), (2.36) und (2.37) die Abschd,tzung

l lg ( ' , " ( ' ,p) ,p)+ so( ' ,p) l l l ,  <  L l l r ( ' ,p) l l f , r+  l lgo( ' 'p ) l l l , ,  <  t ' l l l " l l l+  M ,

d.h. wegen (II) existiert eine stetige Abbildung u* : J xP --, ), so da3 u.(.,p) die eindeutig
bestimmte 4+-quasibeschrd,nkte Losung von (2.40) zum Parameter p € P ist. Mit

l l , .(.,p)l lL" t J _tt|| lull l  + u)" " -  / 1  - n '

folgt ferner u* € B. Definiert man nun

T u  : =  v *  € . 8  ,

so implizieren die letzten Ungleichungen:

l l ! , ) ( ' ,p) l l f ,n t . - 'g . ; r t l l , l ' ,p) l l l , ,+ l le ' ( ' ,p) l l l , , ) .  (2-41)

Wendet man jetzt fiir beliebige u1,t,2 € B Teil (II) afi den diskreten Prozefi

y '  =  B(k )y  +  s (k ,u r (k ,p ) ,p )  -  g (k ,uz(k ,p ) ,p )  (2 .42)

8 1
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an, so folgt wie im Beweis von Lemma 2.2.2 - da (Tr, - Tu2)(.,p) nach Konstruktion die
einderrtig bestimmte 7+-quasibeschrd,nkte L<isung von (2.42) ist - aus (2.36) und (2.38) die
Abschdtzung

l l lrr, - ru,lll < ffilllr, 
- ,"lll ,

d.h. wegen 0 < 11 < B - I(L ist T eine Kontraktion, und der eindeutig bestimmte Fixpunkt
p e B besitzt die im Lemma geforderten Eigenschaft en: p,(., p) ist die eindeutig bestimmte 7+-
qrra,sibeschrd,nkte Losung von (2.33) zum Parameter p € P und die Abschd,tzung (2.38) folgt
unmittelbar aus (2.41).

(IV) Ist J C T' ein beliebiges nach rechts unbeschrd,nktes, diskretes Intervall, so existiert zu
beliebigem n € J und p € P wegen (III) eine eindeutig bestimmte ry+-quasibeschrd,nkte Losung
p,^(. ,p):?L^ ---+ )  von (2.33),  und p, ist  stet ig.  Def iniert  man p :  J xP --+ J2 durch

p ( k , p ) : =  p x ( l c , p )  ,

so ist p stetig und erfiillt die Forderungen des Lemmas. Man beachte dabei, dafi fiir alle p € P
und rc1  1  n2  1& g i l t :  p^ , (k ,p )  =  p* " (k ,p ) .

(V) Die Abschitzung (2.39) folgt unter Beachtung von

l lt '(,p)ll, = ̂ llgl lhr(',p)llJ,,

sofort aus (2.38) und der vorausgesetzten r7-Quasibeschrlnktheit von go(.,p). O

Zum Abschlufi dieses zweiten Abschnittes soll noch das Losungsverha,lten in negativer Zeitrich-
tung fiir parameterunabhingige Prozesse der Form (2.33) untersucht werden, wenn die Ab-
bildung gs eine 7--Quasibeschrd,nktheit vorweisen kann. Da in der kontinuierlichen Version
(Lemma 1.2.5) alle Losungen fiir t --+ -oo existierten, ist anzunehmen, dafi man - um ein ana-
loges Resulta,t zrt erhalten - im diskreten Eall zusd,tzlich zt den entsprechenden Bedingungen
aus Lemma.L.2.5 noch die Invertierba.rkeit der rechten Seite hinzunehmen mufi. Betrachtet man
jerloch die diskreten Analoga der Voraussetzungen von Lemma 1.2.5, so lautet die Bedingung an
die Qua"sibeschrdlktheitskonstante rTeinerseits 4 ( B-KL, andererseits mu8 aber auch q € R-
gelten. Um also iiberhaupt ein zuld,ssiges 1 finden zu kcinnen, mufi die Konstante .t der Bedin-
gung .[ < f geniiSen! Und diese (sinnvolle) Einschrd,nkung impliziert bereits die Bijektivitd,t

der rechten Seite fiir beliebiges k e J. Die genauen Ergebnisse sind dem nun folgenden Lemma

2.2.5 za entnehmen.

Lemma 2.2.5 Gegeben sei der dislcrete dynamische Proze$

y'  = B(k)y + s(k,y)  + so(k) (2.43)

mit, einem nach links unbeschrd,nkten, diskreten Interuall J C 7L, einern Banachraum !, sowie
stetigen Abbildungen B : J -- 9L(!), 9 : J x ) * ! und 9o : J -- ! ; V sei die erweiterte

ib"rgong.tobbildung des linearen Prozesses U' = B(k)y. Ferner gelte f{ir beliebige m,n € J und,

a , y  €  ! :
l lV(-, ")ll < Ii B 

-" 
fi ir n'r 1 n ,

s(k ,0 ;  =  s  ,

l lg (k ,v)  -  e(k , -a) l l  <  L l lv  -  v l l  '

\2 .44)

(2.45)

(2.46)
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mit Konstanten B > 0, Ii ) L und 0 < L a #. Donn ist fur jedes k € J die Abbitdung
B(k) + g(k,.) * go(ft) ein Horn6omorphisrnus ouf !, d.h. alle Lrisungen uon (2./3) etist'ieren
auf ganz J und sind eind,eutig bestimrnt. Fenter erhtilt rnon ftir beliebiges 0 < 4 < B - I{L und
n € J: Ist gs eine r1--quasibeschrd,nkte Abbi,ldung, so ist jede L6sung p,: J ---+ ! uon (2.43)
ebenfolls q- -quasibeschrd,nlct und genilgt der Abschtitzung:

l lpl l,, ( ri l lp(rc)l l n-* + T+_Tr l l.qoll;n

Beweis: Zund,chst soll die stetige Invertierbarkeit der rechten Seite von (2.43) fiir beliebiges k
nachgewiesen werden. Sei dazu k e J beliebig. Gem60 Voraussetzung ist B(k) e 8L(!) ein
stetiger Isomorphismus und die stetige Abbildung g(k,.) * go(k) : ! - ) erfiillt frir beliebige

U,,U e ! wegen (2.46) die Abschitzung

l l (g(k ,  y)+ go(k) )  -  Q(k, t )  +  e ' (k) ) l l  <  , l ly  -  y l l  .

Ferner gilt .t 2 0 und t . * impliziert mit (2.10) und (2.44)

, l lB (k ) - r l l  =  r l l { , ( k , k+1) l l  <L I iBk - (k * ' r  -  I { f  
a  1 .

B
Mit Korollar A.2.3 (Seite 125) folgt nun unmittelbar, dafi die Abbildung B(k)+ g(k,.) +go(k)
bijektiv mit stetiger Umkehrabbildung ist.

Der nd,chste (und letzte) Teil des Beweises verld,uft analog zum Beweis von Lemna 2.2.3.
Sei p : J -- ! eine beliebige Losung von (2.43) und rc € ./ beliebig, aber fest. Dann erhdlt man
durch Variation der Konstanten (Satz 2.I.2) fiir alle k { n die Gleichung

6 - l

p(k) = V(k, rc)p(rc) - D v(r, i + 1) (g(i, r 'UD * so(i)) ,

und da,raus unter Anwendung von (2.44),' O.n rund (2.46):

r - l

l lp ( r ) l l  <  I iBk-^ l lp , (x) l l+ ;  I iBn- ; - r  ( l lg ( i ,  p( i ) ) -  s ( i ,0) l l+  l ls ' ( i ) l l )  <
i = k

x - 1

Mit den Abkiirzungen

A(k):= l lp(k) l lg-o und I(k)  :=

( 2 . 4 7 )

= K pr (lr,@)tg-. - i}tr,(t)nl-' + [lss'r, : (;)')

r{ ll 1t(n)lt 0- ̂ + ff ttn al;,, D G)
folgt

T . .  t  x _ l

A ( k )  <  r ( k ) + # D l f l l  f i i r a l l e  k  I  n .
l')'  i - k
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M i t T <
Abschdtzungen

^(k) <

= ( - T) 
' 
('., t,G)u.-. + $rcat;,, (fr)^-') *

, #llsoll;n nfn' (' 
-'#)r-'-' =

= rlllt(n)llB-k1B - rcr.1k-. + f r{Lilgoil;, (L#)r nGln)' 
,

= rclllt(n)llB-k(B - r( L)k-. + Thilg.il;, (P=#)r {+;4),

und

llp(r)l bt-r =^(*) (f)u , rr11r1*)ilr-' - u# r-ilg'il;, .

Beachtet man noch, da0 wegen /( > l auch llp(rc)l ltt- 'S rrl lp(rc)l lrt-^ + ,+""l lroll;n *tt,,
erlrdlt man unmittelbar die geforderte Abschd,tzung (2.47). O

Ausgesta,ttet mit den vier Hilfssd,tzen dieses Abschnittes kann man sich nun im nd,chsten Ab-
schnitt an den Beweis des Hauptsatzes iiber invariante Faserbiindel fiir (im allgemeinen nichtin-
vertierba,re) diskrete dynamische Prozesse wagen.

2.3 Der Hauptsatz iiber invariante Faserbiindel

Bevor die diskrete Version des Hauptsatzes 1.3.1 formuliert und bewiesen wird, sollen die grund-
legenden Aussagen am Beispiel des (nichtinvertierba.ren!) linea"ren reellen Systems

( , 4 R \

vorgestellt werd.en. Die Ubergangsabbildung O der ersten Gleichung ist gegeben durch
Q(m.,m) = 1 und Q(m,n) = 0 fiir m > n; die erweiterte Ubergangsabbildung der zweiten Glei-
c h n n g l a u t e t V ( m , n ) : L f i i r b e l i e b i g e f f i , n e % . F i j ' r f r e i w d , h l b a r e K o n s t a n t e n 0 ( a < B < I
sind also die Abschiitzungen

l lo ( rn ,  n) l l  <
l lv(nr. ,  n) l l  <

f i i r  m.>n und

f i i r  m { n
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x  - l  x  x * l  x * Z

Abbildung 2.3: Ein Beispiel zur diskreten Version des Hauptsatzes

erfiillt, und mit I := # folgt unmittelbar (vergleiche Abbildung 2.3):

o Alle Losungen von o' = 0 sind 7+-quasibeschrdnkt.

o Die triviale L6sung von o' = 0 ist die einzige auf ganz 7L d.eftnterte Lcisung - und sie ist

7--quasibeschrinkt.

o Alle L<isungen von y'- y sind konstant aluf l/', wegen 7 ( l also 7--quasibeschrd.nkt.

o Die triviale Lcisung von y'- yist dieeinzige Liisung, die "exponentiell s.[kliagf", d.h. die
einzige 7+-quasibeschrinkte Lcisung.

Definiert man nun in Anlehnung an den kontinuierlichen Fali zwei Faserbiindel ^9s und r?s durch

S o  : =  { ( r , ( , r i e I L x l R 2 : ? : 0 }  u n d

l %  : =  { ( " , € , d e 1 Z x l R 2 : f  : 0 } ,

so implizieren die obigen Aussagen die folgenden beiden Charakterisierungen:

o  ^ g q b e s t e h t g e n a u a u s d e n P u n k t e n  ( * , € , r i € T , x R 2 , f i i r d i e d i e L < i s u n g  F : Z *  - - l R 2 v o n

(2.48) zur Anfangsbedingung n(n) = (, y(r) - 
7 eine 7+-quasibeschrinkte Abbildung ist.

o l ts besteht genau aus den Punkten (*,€,r ie %xlf i2,zrt  denen eine Lcisung IL:n --  ]R2
von (2.48) existiert, die 7--quasibeschrinkt ist und der Bedingurlg p(K): ((, ry) geniigt.

Wihrend also die Charakterisierung des Se-Faserbiindels im kontinuierlichen und diskreten Fall
iibereinstimmt, beinhaltet die Charakterisierung des ,Rs-Faserbiindels im diskreten Fall noch
eine Etistenzaussage.

Ein weiterer Unterschied ist beim Begriff der Inaorianz erkennbar: Wd.hrend bei den kon-
tinuierlichen dynamisdren Prozessen mit einem Punkt stets die gesamte Losung im jeweiligen

Faserbiindel enthalten ist, gilt dies diskret im allgemeinen nur filr den Losungszweig in positiver

Zeitrichtung. Der Grund fiir diese Auszeichnung der positiven Zeitrichtung ist natiirlich wieder
bei der fehlenden Invertierba.rkeit der rechten Seite zu suchen. Setzt man jedoch fie Invertier-
barkeit voraus, so ist auch im diskreten Fall mit einem Punkt stets die gesamte L<isung im 56-
bzw. .R6-Faserbiindel enthalten.

85
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Diese Unterschiede zwischen den kontinuierliden und den diskreten dynamischen Prozessen
sind arrch im nun folgenden Hauptsatz iiber invariante Faserbiindel erkennbar. Er basiert auf
einem entsprechenden Ergebnis der Vorlesung Aut slcn [5], das dort allerdings nur fiir endlich-
dimensionale, parameterunabhdngige Prozesse mit invertierba,rer rechter Seite formuliert und
bewiesen wurde. Desweiteren werden im Hauptsatz dieser Arbeit nicht ausschliefilich auf ganz
Z definierte Prozesse behandelt, da die Aussagen zum ^9s-Faserbiindel auch fiir Prozesse mit nur
nach rechts unbeschrinktem Definitionsintervall gelten.

Satz 2.3.1 Gegeben sei der aon einem Parameter p e P abhdngige, dislcrete dynam'ische ProzelS

y t =

A(k ) r  +  F (k , r ,U ,p )
B (k )y  +  G(k , r , a ,p )

(2.4s)

mit Banachrtiumen X, !, P, einem nach rechts unbeschrd,nkten diskreten Interuall I C 72,
sourie stetigen Abbildungen A : I --+ L(N), B : I -- 8L(!), F : I x X x ! x P -- X,
G :  I  x  X  x !  xP  - -  ! ,  m i t  F (k ,0 ,0 ,p )  =  0 ,  G(k ,O ,0 ,? ) :0  au f  I  xP .  Fe rne r  ge l te :

(HI) Die [Ib"rgorg"obbildung Q des linearen Prozesses r' = A(k)r und d.ie erweiterte [Ib"rgongr-
abbildung V uon y' = B(k)y erfiillen fiir m,n € I die Abschtitzungen

l l o (m,  n ) l l  <
l lv(rn,  n ) l l  <

mit Konstanten K 2 1 und, 0 < a < 0.

(H2)  F { i r  a l l eke  I ,  pe  P  und ( r , y ) , ( r , , y )eX  x !  g i l t

l l r (k ,  r ,u , ,p)  -  F(k , i ,y , ,p) l l  <  L l l ,  -  r l l  +  L l ly  -  y l l

l l c ( k , r ,U ,p )  -  G(k , r , y ,p ) l l  <  L l l ,  -  i l l +  L l l y  -  g l l

m i t 0 1 L . # .

) = ()r, )2) sei die allgemeine Lrisung uon (2.19) gemd$ (2.3). Mit 1 ,= # gelten dann

folgende Aussagen:

(a) Es gibt eine eind,eutig bestimmte Abbildung s6 : -I X X xP --+ )) , so da$ ein Punkt (^, t, rl, p)
genau dann in dem Faserbiind,el

5 6  : =  { ( r c , ( , s o ( r c ,  € , p ) , p )  :  n  e  f , (  e  X , p  e P }

enthalten ist, wenn d,ie zweite Komponente \z(.;n,t,n,p) : %^ --' ! der Ltisung
)(.;n, €,rl,p) : 7L* ---+ X x ! uon (2.19) zurn Parameter p und der Anfangsbedingung
r(n) = €, y@) - r7 eine 1+-quasibeschrtinkte Abbildung ist. Die Abbildun{J ss ist steti,g
und man erhtilt we'iter:

( i )  F{ ir  al le n € I  und p eP ist  ss(n,0,?) = 0.

(ii) Fur alle x € I, tr,tz € X und p €P gilt:

l l"o(o, €r,p) -so(rc,€z,p)l l t ff i l l(, 
- €rl l .
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( i i i )  F u r o l l e n e l , € € X  u n d p € P  g i l t :

( 0 - " ) ( 0 - a - 4 1 ( L )
2 l i ' � L (0  -  a  -  2 I i  L ) , , r , , .
n  \ t n  |  7 - r \ l l \ l l ,

- x

@ - " ) @ - a - 4 1 { L )

d.h. \(.i rc, (, se(rc, €,p),p) i,st 1+ -quasibeschrdnlct.

(iu) Der Graph Ss ist ein inuari,antes Faserbtindel aon (2.49) in folgendem Sinne: Ist
( * , € , r l , p )  € 5 6 1  s o  g i l t ( k , ) , ( k ; n , € , r t , p ) , p ) € S s f t i r a l l e k e l L * .  ( I s t d i e r e c h t e S e i t e
aon (2.19) filr beliebige k e I und p €. P inuertierbar, so kann in der lethen Aussage
"k e 7L^" durch "k e I" ersetzt werden.) Mon nennt So das Ss-Faserbiindel von
(2.4e).

(b) I-st I = T', so gibt es eine eindeutig bestimmte Abbildung rs:71) x y x P -- X, so dafi ein
Punlct (^,t,n,p) genau dann in dem Faserbtindel

-r?s := {(rc,  re(rc,  ry,p),r l ,p) :  n € T,,q e ! ,p € P}

enthalten ist, wenn eine Ldsung )-(.; K,€,T,p) : 7L -* X x ! uon (2.19) zum Parame-
ter p existiert, die d.er Anfangsbedingung x(n) = €, y@) - r7 genil,gt, und deren erste
Komponente \\(.;K,€,T,p):7L -- X eine 1--quasibeschrd,nlcte Abbildung ist. Die Ldsung
A*(.;rc, €,rl,p) ist dann eindeutig bestimmt, rs ist steti,g und es gilt weiter:

(i) Ftir alle n € % und p eP ist rs(x,0,p) : 0.

(ii) F{ir alle n € %, Tr,\z e ! und p eP gilt:

l l r o ( ^ ,  T r , P )  -  r o ( n , T r , p ) n ,  
f f i r n ,  

-  r t r r l

F t i r a l l e n € 7 1 , q € y  u n d p e  P  g i l t :

l l r i ( ' ;  n , rs(n, r t ,d , r t ,p) l l ^ . ,  <  -21{ ' �L(0 -  a  -  2 I {L) - l l r / l l r -^ ,
' '  " ' t u "  

l 0  -  4 @  -  0  -  4 I i  L ) "  " "
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(iii)

l  l  f i(.; n, rs(n, rt, p), rt, p)l l  ̂, ., -< .  \ r ,  - " ) @ - a - 4 1 { L ) )

d.h. \ .  ( . ;  x, , rs(x,n,p),r l ,p) ist  7- -quasibeschrd,nkt.

(iu) Der Graph Ro ist e'in inuariantes Faserbiindel uon (2.19), das sogenannte Rs-
Faserbiindel von (2.49).

(c) Im Fall I = 7L haben d,ie inuarianten Faserbtindel Ss und, Rs nur die triuiale Ldsung
gemein-*arn, d.h.:

,9o  n  Ro =  { ( rc ,0 ,0 ,p )  :  n  €  1L ,p  €P}  .

Die triuiale Ltisung ist also die einzige 1-guasibeschrdnkte L\sung aon (2./9).

Beweis: (a) Da in Teil (a) n:ur Aussagen iiber das Losungsverhalten in positiver Zeitrichtung
gemacht werden, und da in diesem Fall die den Differenzengleichungen eigenen Probleme nicht
aufta,uchen, kann der Beweis ohne Schwierigkeiten analog zum Beweis von Satz 1.3.1(a) (Seiten
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x * 1

Abbildung 2.4: Die invarianten Faserbiindel des Hauptsatzes

28-32) durchgefiihrt werden. Lediglictr der Stetigkeitsbeweis des Ss-Faserbiindels vereinfacht
sich: Aus der Stetigkeit von so(Ko, ., -) , X x P -+ ) folgt wegen der diskreten Topologie auf -I
bereits die Stetigkeit von s6.

(b) Der Beweis ist vtillig analog zum Beweis von Satz I.3.1(a) aufgebaut. Seien also zunichst
n e % und q € J beliebig, aber fest gewd,hlt.

Behauptung: Zu jedem p € P existiert genau ein rq(rc, q,p) e .t und genau eine Losung
) . ( . ; " ,  ro (n , r l ,p ) ,q ,p ) :n  -+  Xx !  von(2 .49) ,sodaf iA i ( . ;o ,  ro (n ,q ,p ) , r l ,p ) .y - -qnas ibeschrd ,nk t
ist .

Der Beweis dieser Behauptung verwendet wieder den Bauachschen Fixpunktsatz. Sei "I ::
(-*, nlnTL und 6, der lineare Raum aller stetigen Abbildungen p: J xP - X, mit folgenden
Eigenschaften:

o Fiir beliebiges peP ist p,(.,p): J --.t eine 7--quasibeschrd,nkte Abbildung.

o Die Menge {llp(.,p)ll;, t : p € P} ist nach oben beschriinkt.

Dieser Raum ist mit der Norm

l l lp l l l  '= sup{l lp(. ,p) l l ; ,  '  p e"�}

ein Banachraum. Sei p € 6, beliebig. Zund.chst wird das folgende Anfangswertproblem betrach-
tet:

v ' = B ( k ) y + G ( k , p ( k , p ) , y , p )  ,  k e J  ,  y ( n ) = q . (2.50)

Wegen 0< L. # < f und (H1) gnt f i i rbel iebigekeJ undp€ P die Ungleichung

, l l r (e ) - r l l  :  r l l v ( k , k+  1 ) l l  t  #  .  r ,

weswegen Korollar A.2.3 anwendbar ist. Also ist d.ie rechte Seite der Differenzengleichung in
(2.50) fiir beliebige k e J und p € P ein Hom<iomorphismus auf ), und die so entstehende Familie
von Umkehrabbildungen erzeugt eine stetige Abbildung J x! xP --+ ). (Man vergleiche hierzu
auch (2.4).) Damit besitzt (2.50) fiir beliebiges p € P eine eindeutig bestimmte Lcisung u(.,p)

x * 2
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arf J, und die Abbildung u : J xP -- ! ist stetig. Gemi3 Lemma 2.2.5ist u(.,p) dariiberhinaus
fiir alle p €P 7--quasibeschriinkt mit

l l , ( . ,p)11,, S r l l ryl l ' r-  .  + T+- KLIIG(' , t  ( ' ,p),0,p)|1,", , ,  s r, l l rylh- '+ f++/; l l l lpl l l  
.

Betrachte nun die Differenzengleichung

r t = A ( k ) r + F ( k , p ( k , p ) , u ( k , p ) , p )  ,  l c € J .  ( 2 . 5 1 )

Wegen

l l r ' (k,  p(k, p),  r(k,p),dl l t -u <

f i i r a l l e k e J u n d p € P e x i s t i e r t n a c h L e m m a 2 . 2 . 2 z r j e d e m P a r a m e t e r w e f i p € 2 g e n a u e i n e

7--qnasibeschrd,nkte L6sung F.(,p): J -- X von (2.51). Ferner ist die Abbildung p* : J xP --

.t stetig und wegen (2.2L) und (2.52) in 6*. Damit ld,fit sich durch

T*,rlp l= p*

eine Abbildung ?^,a : B^ --+ 6, definieren.
Bevor der Banachsche Fixpunktsatz auf diese Abbildung angewandt werden kann, miissen

noch einige Abschitzungen bewiesen werden.

Seien dazu qr,r l2 €!,  pr,Fz € B* und p € P bel iebig, aber f .est.  u;( . ,p) sei  die Losung des

Anfangswertproblems

v ' = B ( k ) v + G ( k , p ; ( k , p ) , v , p )  ,  k e J  ,  v ( n ) = n ; '

Dann ist  u(. ,p):= vr( . ,p) -  uz(. ,p) eine Losung der Dif ferenzengleichung

y '  =  B ( k ) v  +  G ( k ,  F r ( k , , p ) , v  +  u z ( k , p ) , p )  -  G ( k ,  p " ( k , p ) , u r ( k , p ) , p ) ,  k  €  J ,

die wieder den Voraussetzungen von Lemma 2.2.5 geniigt. Damit erhdlt man

llr(.,p)ll;., s nl lr(o,p)llt-. + --J!!-�llpr(.,p) - Fz(.,p)ll;,., ,

d.h .

l lrr(.,p) - uz(.,p)ll;., S /rllryr - nrllt-. + f#u; tl lp,(.,p) 
- trz(',p)ll;., . (2.53)

Sei nun Fi := T*,n,p;. Dann ist p-(.,p) := Fi(,p)- t4(',p)eine Losung der Differenzengleichung

r '  =  A ( k ) r  +  F ( k ,  p { k , p ) , v { k , p ) , p )  -  F ( k ,  p r ( k , p ) , u z ( k , p ) , p ) ,  k  €  J ,

wobei fiir alle k e J mit (2.53) die folgende Abschd,tzung erfiillt ist:

|  |  .F (  k,  p r(k,  p),  ur(k,  p),  p) -  F (k,  pz(k, p),  ur(k,  p),  p) l l t  -  o <

= Lltl lrt l  - qzllt-* + ^t@ 
- 

!)r=lltrr(-,p) - rrz(.,p)l l;,.}, .' t  B - a - 2 1 { L

89
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(2.55)

Da, p,.(.,p) nach Konstruktion 7--quasibeschriinkt ist, l iefert fie Anwendung von Lemma2.2.2

l lrr. ( ' ,p)l l;., t #ll,t, 
-,tr l l t-- + u #zr., l l t r( ' ,p) - r"z(',p)l l^,-,,

und mit T^,r,pi = pi folgt schlie3lich

l lT,,r,trr(.,p) - T*,r.trz{.,p)11^,., t'#tt^- qzllr-^ + T#Ezllp,(., 
p) - trz(.,p)ll;., .

( 2 . 5 4 \

Damit lassen sich leicht die Aussagen von (b) beweisen:

Fiir 17 = rtr = [2 und beliebiges p € P liefert (2.54) die Ungleichung

l lT^,,t,,( ' ,p)-T*,,F2("p)ll;., t r#Snllt r( ',p)- ttr( ',p)l l^,-, < r#3tr t l l lp' 
-prl l l  ,

und durch Bildung des Supremums schlie8lictr

lllT*,nt, - T.,,tpzlll t f#r*lllp' 
- prlll .

Wegen L < W ist2I iL < P-a-21{L, d.h. ?, , , ,  ist  eine Kontrakt ion auf B*- besi tzt  also

gena,rr einen Fixpunkt p,*,o € B*. u*,r: J xP --+ ) sei die zu !^,a gehorige Losung von (2.50).

Setz t  man ro (n ,q ,p ) : :  1 t^ , r (n ,p )  und

) - ( f r ; rc ,  ro (x ,n ,p ) ,n ,p ) :=  {  \ ry i " {n 'n \ 'u* , r (k 'P) )  
f i i r  / c  (  rc

-  
t  f (h  K , rs (K,q ,p) ,T ,p )  f i i r  f t  )  rc

() ist die allgemeine Losung von (2.49)), so ist A* offensichtlich eine globale Lrisung von
(2.49) zum Parameter p und zur Anfangsbedingung z(rc)

)l ( h ; rc, r o( n, rl, p), \, p) ist 7 
- -quasibeschri,nkt.

Ist umgekehrt )* eine Losung von (2.49) mit diesen EigenschaftenJ so erhdlt man wie im

Beweis von Satz 1..3.L, dafi die Einschrinkung der ersten Komponente )l auf "/ gleich F^,n(,p)
sein mufi, woraus sofort ). = ,\* folgt.

Beweis uon (i): Gemifi Voraussetzung ist die Nullabbiidung fiir jedes p € 2 eine globale Losung

von (2.49), und zwar eine 7--quasibeschrd,nkte. Somit folgt r6(rc,0,p) = 0 aus der bereits

bewiesenen Eindeutigkeitsaussage.

Beuei-c uon (ii) und (iii): Seien p^,r, und p^,r, die Fixpunkte von T*,r,bzw. T*,r,. Darrn gilt

wegen (2.51) fiir beliebige p € P

l l r ,^ ,n,(  . ,p)-  t t * ,n,( ' .p) l l ; "  t '# tnt  -  r tz l l t -^  + 
o #xt  l lp^,n,(  ' ,p)-  F*,n,( ' ,p) l l ; , . ,

oder

und damit schliefjlic-h

| | t ,^ , , , ( . ,p)_I I* ,n,( . ,p) | l ; , ' f f i | |n,_,1, | | . , |_*,

l l ro(^ ,  h ,p)  -  ro(n, r lz ,p) l l  :  l lF^ , r , (n ,p1-  p, , , t ,@,p) l l  <
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F i i r r T 2 = 0 g i l t o f f e n s i c h t l i c h F * , , t " = 0 - u n d ( 2 . 5 5 ) e r g i b t m i t 4 = [ 1  g e n a u d i e i n ( i i i )
geforderte Abschd,tzung fiir )i(.; n,rs(n,,rl,p),rl,p). Mit Lemma 2.2.5, angewandt auf

y '  =  B(k )y  +  G(k ,  ) i (& ; rc ,  ro (n ,q . ,p ) ,T ,p ) ,a ,p )  ,

folgt daraus auch unmittelbar die Abschitzung fiir )i(.; n,rs(n,rl,p),q,p).

Beweis aon (iu): Seien (rc, €,q,p) € Eo und Ks € 716 beliebig. Da^nn ist nach dem bereits bewiese-
nen , \ ! ( . ;  K,€,e,p) 7--quasibeschrd,nkt.  Wegen (r iq,1(rcs; K,t , \ ,p),p) = (oo, ) . (oo; n,€,q,p),p)
erfii l lt also auch (rcs,.\(rc6; x,€,\,p),p) die Charahterisierung in (b), undliegt somit ebenfalls in

Be. Ist die rechte Seite von (2.49) fiir beliebige k e 7L und p € P invertierba,r, erhdlt man vollig

analog die obige Aussage fiir alle ns € T'.

Bleibt nur noch die Stetigkeit von r0 nachzuweisen. Sei dazu (rc6, \o,po) € 7L x ! x P beliebig.

Wegen ro(Ko,rlo,p) = lr^o,,to(Ko,p)und p^o,ro € 6,o ist die Abbildung rs(Ks, Tu') iP -- X stetig,

woraus man mit Lemma A.2.5 und (ii) sofoft die Stetigkeit der Abbildung ro(Ko, .,.) , ! xP -. X

erhdlt. Die diskrete Topologie atf 7L liefert jetzt unmittelbar die Stetigkeit von re.

(c) Sei (*,t,rl,p) € ^ton.Re beliebig. Da^nn existiert wegen (a)wd (b) eirc eindeutig bestimmte

L o s r r n g F = ( F r , t r z ) : f l - - + X x l v o n ( 2 . 4 9 )  z u m P a r a m e t e r p m i t p l ( r c )  = € , t t z ( n ) - r 7 , d i e

7+- und 7--, also 7-quasibeschrinkt ist. Die Voraussetzung (H2)impliziert nun unmittelbar die

7-Quasibeschrlnktheit  von f ' ( . ,  pt( ' ) ,pz(.) ,p) und G(' ,ptO,pz( ' ) ,p),  und Lemma 2.2.4l iefert :

Itz ist die eindeutig bestimmte 7-quasibeschrd,nkte Losung von

a'  - -  B(k)v + G(k,  F{k),  pr(k) ,p)  .

Ferner ist p1 gemi,fi Lemma 2.2.2 die eindeutig bestimmte 7-quasibeschrinkte L<isung von

x' = A(k)r + r'(k, p(k),pr(k),p) ,

und wie im Beweis von Satz L.3.I(c)erhdlt man mittels (2.22) und (2.39) die Abschitzungen

2I {  L  \ r , ,  , ,  . . .l lp ' l l '  s  f  o: f td ' l lp , ' l l '  
r i ; r i=r ,2 '

Wegen L a # ist ffim 
( 1, weswegen die obigen beiden Ungleichungen nur fiir llp;ll, = g

erfiillbar sind, d.h. p ist die Nullabbildung. Folglich gilt f = ttt@)=0,T = pr(n) = 0. Damit
ist alles bewiesen.

Wie im kontinuierlichen Fall iibertragen sich Periodizitd,tseigenschaften der rechten Seite von
(2.49) auf die invarianten Faserbiindel des Hauptsatzes. Die entsprechenden Ergebnisse sind im

folgenden Analogon zu Korollar 1.3.2 enthalten.

Korollar 2.3.2 Gegeben se'i wieder d,er aon einem Parameter p € P abhtingi.ge Prozefi

r '  =  A ( k ) r + F ( k , r , a , p )
y '  =  B ( k ) y + G ( k , n , a , P )

(2 .56  )

mitdenVoraussetzungenaonSatz2 .S. l .  ssundrsse iend ieAbb i ldungenausSatz2 .S. l .  Dann

silt:

9 1
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(a) Sind die Abbiklungen A, B, F und G period,isch in k mit Period,e O e IN, so gilt ftir alle
n € .  I , p € P , € € X u n d q € ! :

so(rc * o,  €,p) = so(rc,  €,?) und

rs (n  *  Q,T ,p)  =  ro (n ,n ,p )  ,

d.h. ouch ss und rs sind periodisch in k mit Period,e @.

(b) Ist der Prozefi (2.56) autonom, iL.h. sind die Abbildungen A, B, F und G aon k unabhtingig,

so sind auch ss und 16 uon k unabhtingi,g. Die Mengen

So := {(€, "o(€,p) ,p) :  t  e X,p €. P} und

-&[o := {(ro(r l ,  p),q,p) :  r7 e ! ,  f  € P}

sind also inuari,ante Mannigfaltigkeiten im Phasenraum.

Beweis: Die Aussagen von (6) sind unmittelbare Konsequenzen aw (a).

Z r r m  B e w e i s v o n  ( a )  s e i e n r c € / , € € ' Y u n d  p € P  b e l i e b i g ,  a b e r f e s t .  B e z e i c h n e t  F = } t r , t L z ) :
% ^ + X x !  d i e L i i s u n g v o n ( 2 . 5 6 ) m i t p 1 ( r c ) - ( u n d  p z ( n ) =  s o ( r c , { , P ) , s o i s t p 2 g e m i 8 S a t z

2.3.1 7+-quasibeschrd,nkt. Definiert man v = (ur,u2):%*a6 ---+ X x ) durch

ulk) := pt(k -  O) und v2(k) := t  z(k -  O) ,

so ist wegen der Periodizitiit von A, B, F und G auch u eine Losung von (2.56). Ferner ist z2

7+-cSrasibeschrdnkt. Satz 2.3.1 liefert dann

s o ( r c *  o , ( , p )  =  s o ( r *  @ , p { K +  o  -  o ) , p )  =  s o ( K  * @ , u 1 ( n  *  o ) ' p )  =

=  uz(n  *  Q)  =  p2(n)  =  so(K,  p r (n ) ,p )  =  ss(n , ( ,p )  .

Die Periodizitfi.t von rq wird vollig analog bewiesen.

!'erwa,ndte Ergebnisse fiir diskrete dynamische Systeme findet man etwa in Itwttt [15, pp. L44ff],

IRwrr'l [16] oder Snur [28, pp.33ff]. Dabei behandeln die beiden letztgenannten Arbeiten

Systeme mit nichtinvertierbarer rechter Seite.

lVie im ersten Kapitel wird der Hauptsatz in den nun folgenden vier Abschnitten verwendet,

um invariante Faserbiindel durch Lcisungen und Faserungen des erweiterten Phasenraumes zu

konstruieren, und um schlie3lich das Reduktionsprinzip, sowie die Sitze von Hartman-Grobman

fiir diskrete dynamische Prozesse zu beweisen.

2.4 Invariante Faserbiindel durch L6sungen

Wie bereits mehrfach deutlic-h wurde, ist bei diskreten dynamischen Prozessen mit nichtinver-

tierbarer rechter Seite im allgemeinen keine Aussage zur Losbarkeit eines Anfangswertproblems

links von der Anfangszeit mriglich. Man kann demnach das Korollar l-.4.1 iiber invariante Fa-

serbiindel durch L<isungen nicht einfach auf diskrete Prozesse umschreiben: M<ichte man nimlich

die .9- und R-Faserbiindel durch einen Punkt des erweiterten Phasenraltmes konstruieren, so mu8

zund,chst einmal eine L6sung auf ga^nz Z existieren, die den betrachteten Punkt enthdlt und

die gibt es eben im allgemeinen nicht!
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Abbildung 2.5: Invariante Faserbiindel durch Lcisungen: Ein Beispiel

Ein Ausweg bietet sich sofort an: Man verlangt von der rechten Seite des diskreten dynami-
schen Prozesses Invertierba^rkeit, erreicht also, da8 durch jeden Punkt des erweiterten Phasenrau-
mes genau eine auf Z definierte L<isung verld,uft - und ignoriert damit die d,u3erst interessanten
nichtinvertierbaren Differenzengleiclungen. Tlotzdem ist in gewissen Situationen diese Losung
durchaus sinnvoll, wenn etwa a priori bekannt ist, da0 das zu beweisende Ergebnis im allgemei-
nen nur fiir invertierbare Prozesse gilt. (Man vergleic,he dazu Lemma 2.7.6 im Hinbli& auf die
Sitze von Hartman-Grobman.)

Auf der anderen Seite ist natiirlich zu erwa^rten, da8 bei der Untersuchung nichtinvertier-
ba^rer diskreter dynamischer Prozesse nur noch sta.rk reduzierte Aussagen moglich sind. Das
Tlivialbeispiel

(2.57)

des letzten Abschnittes soll dies verdeutlic-hen (vergleiche Abbildung 2.5). Betrachtet man einen
Punkt (to,€g, rlo) e T' x lR2 des erweiterten Phasenraumes mit eo # 0, so existiert genau eine
Ltisung p von (2.57) durch diesen Punkt, und diese Losung ist nur anf 71,*o erklirt. Definiert
man

^9u := {(rc, (,ri , n) ns,( e lR, T = To} ,

und bezeichnet .\ die allgemeine Losung von (2.57), so besteht 5u aus genau den Punkteo (rc, €, ?)
m i t r c € % . o , f i i r d i e d i e A b b i l d u n g ) ( . ;  n , € , q ) - p ( . ) 7 + - q u a s i b e s c h r i n k t i s t ( 0 < 7 < 1 ) . E s i s t
jedoch nicht m<iglich, dieses Faserbiindel auf verniinftige Art und Weise in negativer Zeitrichtung
fortzusetzen, oder ga.r ein B-Faserbiindel durch p zu definieren - dazu wire das Verhalten von
pl in negativer Zeitrichtung vonn6ten.

Ganz anders ist die Situation bei Punkten der Form (oo,0,lo). Die Definition u(k) :: (0, qo),
k e T',liefert eine globale Losung von (2.57) durch diesen Punkt und man erhdlt leidrt zwei
invariante Faserbiindel

S, := {(" ,( ,  T) :  K e 71,€ € IR, ? :  To} und

R,  :=  { (n ,  ( ,  T l )  :  K  e  71 , ,€  -  0 ,q  €  n }  ,

die analog zu Satz 2.3.1 und Korollar 1.4.1 charakterisiert werdeu k<jnnen.

93
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Die Untersuchung invarianter Faserbiindel durch Losungen ist also bei diskreten dynamischen

Prozessen vielschichtiger als im kontinuierlichen Fall. Aus diesem Grund werden drei Ergebnisse

bewiesen, die dieser Vielschichtigkeit Rechnung tragen.

o In Korollar2.4.l wird eine Differenzengleichung wie im Hauptsatz 2.3.1 betrachtet (aller-
dings parameterunabhd,ngig), und eine spezielle L6,sung p dieses Prozesses, die auf einem

nach rechts unbeschrd,nkten, diskreten Intervall definiert ist. Es zeigt sich, dafi dann ein
invariantes S-Faserbiindel durch p, wie in Korollar 1.4.L existiert, natiiriich nur auf dem
Definitionsintervall von p. Ist p auf ganz% definiert, kann auch das -R-Faserbiindel durch
p konstruiert werden.

o Auch das zweite Ergebnis (Korolla^r 2.4.2) untersucht nicht notwendigerweise invertierba,re

Prozesse. Es wird gezeigt, daS die stets vorhandenen S-Faserbiindel durch L<isungen stetig

von den Anfangswerten der Losungen abhiingen.

o In Korollar 2.4.3 werden schliefilicl-r invertierbare Differenzengleichungen behandelt. Man
erhdlt das exakte Analogon zu Korollar 1.4.1.

Zunfichst aber wird der allgemeinere, d.h. nicht notwendigerweise invertierba,re Fall untersucht.

Korollar 2.4.1 Gegeben sei der disbete d,ynamische Prozef

r '  :  A ( k ) r * F ( k , x , y )
y '  =  B ( k ) y * G ( k , r , y )

(2.58)

mit Banachrtiumen X , y, einem nach rechts unbeschrtinkten, diskreten Interual I C 7L, sowie

stet igen Abbi, ldungen A :  I  --  L(X),  B ;  I  --  gL(y),  F :  I  x X x!  -*  X, G :  I  x X x!  -  ! ,
m i t  F (k ,0 ,0 )=  0 ,  G(&,0 ,0)=  0  au f  I .  Ferner  ge l te  w ie  in  Satz  2 .3 .1 :

(H1) Die Ub"rgongrobbitdung Q d,es linearen Prozesses x' = A(k)n und d,ie erweiterte ib"rgorgt-
abbildung V aon y' = B(k)y erfilIlen fti, m,n € I d,ie Abschtitzungen

l lo(nr,, n)l l  <
l l v (m,  n ) l l  <

mit Konstanten Ii 2 L und 0 < a < 0.

(HP) Ftir al le k € I und (r,y),(t ,g) e X x ! gi l t

l l .F( f r ,  r ,y ) -  F(k ,n ,g) l l  <
l lG (k ,  x , y )  -  G(k ,n ,g ) l l  <

m i t 0 1 L < W ! .

Wietler sei \ : ()r, )r) rlie allgemeine Ldsung aon (2.58) gemd,fi (2.3) und 1 := #
Dariiberhinaus sei eine Liisung LL : J --+ X x ! uon (2.58) gegeben, mit einem nach rechts

u,nbeschrrinkten, diskreten Interuatt J C I. Dann gilt:

(a) Es existiert eine stetige Abbildung su : J x X -, J mit

S p  : =  { ( r c , € , " r ( o , € ) )  :  n € J , e  € X }

: {(^, {, U ) ' )(.; n, €,q) - p.(.) ist 7+ -quasibeschrrinkt}
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und

I ls,(rc, f, ) - "u (o, (, ) I I S r'-:" 
t(.f 

: 
" -' 

!t=!)l l€, - (, | |' z ' t t  :  
( 0  -  " ) @  -  a  - 4 I i L ) " "  \ ' r l

ftir beliebige n e J und, (1,t2 € X. Ferner ist S, ein inaariantes Faserbtindel ftir (2.55)
(im Sinne uon Satz 2.3.1(a),(ia)), das S-Faserbiindel durch die Losung p.

(b) Im Foll I = J = % existiert darilberhinaus eine stetige Abbildung r, : 7L x ) * X , so d.afi
ein Punkt (*,€,rt) genau dann in dern Faserbiindel

nu  :=  { (n , rs (n ,n ) , r l )  :  n  €  1L ,q  e  ! }

enthalten ist, wenn eine Ldsung )*(.;", €,,rt) , T, + X x ! uon (2.58) eristiert, die der
Anfangsbedingung r(n) = €, y@) - 11 gend,gt, und, frir d,ie die Differenz A*(.;o, (,n) - p(.)
eine 7- -quasibeschrdnkte Abbildung ist. Ferner gilt d,ie Abschtitzung

l l"u(", rt i  - rp(x,ry2)l l  S ,Tt"! l :  
" - ' !^t 

!)r l l ,r,  - , t , l l' ' ' ' t t  :  ( l l  -  " ) @  -  a  -  4 l i  L ) " ' -

fiir beliebige x €71 und r11,rlz €!, und R, ist ein inuari,antes Faserbtindel f{ir (2.58), das
.R-Faserbiindel durch die L<isung p.

Beweis: Der Beweis verwendet (wie im kontinuierlichen Fall) au0er dem Hauptsatz 2.3.1 nur
den Satz 2.1.1 iiber die Differenzengleidrung der gestorten Bewegung.

Betrachte also neben (2.58) noch den auf "I x X x ) erklirten, parameterunabhd,ngigen
diskreten dynamischen Proze0

A(k)n + F(k, r  +  p, {k) ,y  + p,z(k) )  -  F(k ,  p ' (k) ,  t ' r (k) )
B(k)y  + G(k, r  + p{k) ,y  + y ,z(k) )  -  G(k,  ur (k1,  pr (k) )

(2.5e)

Man iiberzeugt sich leicht davon, dafi (2.59) den Voraussetzungen von Satz 2.3.1 geniigt. Somit
existiert eine stetige Abbildung se : ..I x X - ! fiir (2.59) gemi0 Satz 2.3.L(a). Definiert man

su( r ,€ )  :=  so( rc ,€  -  p l (K) )  +  p ,z (K)  ,

so ist su offensichtlich stetig und erfiillt die in (a/ geforderte Abschitzung.

Sei nun (^,€,r t)  ein Punkt in - I  x X xy, so daf i  v:  J --+ X x!,  def iniert  durch u(k):=
)(k; rc, €,rt) - pr(k), eine 7+-quasibeschrinkte Abbildung ist. Gemii8 Satz 2.I.7 (b/ ist dann
y eine L<isung der Differenzengleichung (2.59), woraus sofort u2(n) = se(rc, z1(rc)) folgt. Die
Beziehungen vln) = { - p1(rc) und u2(n) = n - pz(n) implizieren jetzt

q -  u2(n) t  pz(n) = ss(rc,  z1(rc))  t  p '2(n) =

:  so( rc ,€  -  p r (^ ) )  *  pz(n)  =  sp( rc ,€ )  ,

d.h. (rc,{ ,?4) e 5r.  Ist  nun umgekehrt  (rc,  €,r l )  e 5u, so erhdlt  man f i i r  u( ' ) : :  )( ' ; t ,  €,n)- p( ' ) ,

z ist  eine Losung von (2.59) ni tu{n) = t-  pL(K) und z2(rc) -  
n- pr(n).Mit  4 = sr(K,O folgt

uz(n) :  r l  -  t iz(n) = sr(K,€) -  t t"@) =

= so(rc,  (  -  t t tG)) = so(K, u{n)) ,

d.h. z(.):: )(.; n,€,rl)- l"O ist 7+-quasibeschrinkt. Die Invarianz von 5u folgt wie im Beweis
von Satz 2.3.1,. Damit ist (a) bewiesen. Der Beweis von (b) verld,uft vollig analog. O
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Korollar 2.4.1 zeigt,, dafi in der Situation des Hauptsatzes 2.3.1 durch einen Punkt (oo, €o,qo)
des erweiterten Phasenra,umes stets ein invariantes S-Faserbiindel auf Z^" existiert. Das nun
folgende Korollar untersucht die stetige Abhiingigkeit dieser Faserbiindel von den Anfangswerten.
Damit wird es im sechsten Abschnitt mriglich sein, das Reduktionsprinzip fiir nichtinvertierbare
diskrete dynamische Prozesse zu beweisen.

Korollar 2.4.2 Gegeben sei der dislvete dynam'ische ProzeS

y ' =
A(k ) r  *  F (k , r , y )
B (k )Y  *  G(k , , r ,Y )

(2.60)

mit Banachrdumen X und !, sowie stetigen Abbildungen A :71 --+ L(X), B :7L -t QL(!),
F : 7 L x X x !  - -  X ,  G : 7 l , x X  x ) *  !  n z i t F ( k , 0 , 0 ) : 0 ,  G ( 1 c , 0 , 0 ) = 0  a u f  % .  F e r n e r g e l t e :

(H1 ) Die ib"rgorg"obbitdung Q d,es linearen Prozesses r' = A(k)x und die erweiterte Ub"rgongt-
abbildung V uon y' = B(k)y erftillen f{ir *,n €.7L d,ie Abschtitzungen

l lo(rn,  n ) l l  <
l lV(rn, n)l l  S I i  p -" 

f i i r  aIIe m I n

m,it Konstanten I( 21, und 0 < a < 0.

(H2) Ftir alle k € % und (r,y),(r,y) e X x ! gi,It

l l r (k ,  r , y ) -  F (k , r ,g ) l l  <
l l c (k ,  r ,u )  -  G(k , t ,g ) l l  <

m i t 0 1 L . # .

\ bezeichne wieder d,i,e allgemeine L\sung uon (2.60), die Menge D CT'x X xILx X xl sei
defi,niert d,urr:h

D := {(n,€, Ko, €0, To) :  x > rco} .

Dann gilt mit 7 := ff : Es exi.qtiert eine steti,ge Abbildung s : D - + ! mit

s*''(''" 
= 1[;:[:i!":t;fi',,t:r:;])-'^i,-,, i,'if,f"f oL 1+.quasibesch^inkt]

u,nd

I l"(r, {,, Ko, {or ?o) - s(rc, (2, no,€0, ryo)| I < rTt 
t\,1 

: 
" -' lt=!).1 

l€, - €,| |g r - u ) ( p - a - 4 l i r ) " = '

fiir beliebig€ K,K6 e 72, n 2 rc0, (0,(r,€z € X und To e !. Ferner ist S^o,go,ro ein inuariantes
Faserbtindel ftir (2.60) im Sinne aon Satz 2.3.1(a),(iu), d.as 5-Faserbiindel durch (to,€0, To) bzw.
drrrch die L6srrng )(.; oo. €o, ryo).

Beweis: Sei rca € Z beliebig, aber fest. Analog zum Beweis von Korollar 1.4.L betrachtet man

nrrnfiir beliebiges (€o,ryo) e Xx) den a:uf TL,oxXxlerkld,rten diskreten dynamischen Prozefi

r '  =  A(k)r  + F*"(k , r ,y ,€o,To)

a '  =  B (k )y  +  G* " (k , r , u ,€o ,To )
( 2 . 6 1 )
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Abbildung 2.6: Diskrete invariante Faserbiindei durch Liisungen

mit
f l"(k, x,U,€o,To) := F(k,x * )1(k; Ko, (o, \o),y * ),2(k; ns,{o, m))-

F(k, .\1(k; Ko, €0, r7g), Az(k; rco, (0, ?o)) ,
G*,(k,x, ! ,€o,Io) := G(k,x * )1(k;Ko,(or r lo),y * ) ,2(k;  ns,(o, qo))-

G(k, .\1( ; Ko, €0, no), \2(k; ro, (0, 4o)) ,

und Para^rneterraum X x!. (rcs ist fest, wird also ni&t als Parameter betrachtet.) Dieser ProzeS
ist die Differenzengleiclung der gestd'rten Bewegung zur L<isung )(';oo,€o,?o) von (2.60). Da
die allgemeine L6sung ) gemdS (2.3) stetig ist, erfiillt (2.61) die Voraussetzungen von Satz 2.3.1.

Darnit existiert eine eindeutig bestimmte stetige Abbildung s*o i T,*o x X x X x ! -* ) fiir
(2.61) gemii8 Satz 2.3.I(a). Definiert man fiir K ) rcs

s(rc, €, Ko, €0, ?o) := s*o(K, { - )t(^; Ko, (0, ?o), (0, lo) * }z(rc; rc0, {0, ?o) ,

so ist s(., .r Kor .r .), und damit - wegen der diskreten Topologie arf.7l' - auch s stetig. Wie im
Beweis von Korollar 2.4.1 erhiilt man die iibrigen Aussagen von Korollar 2.4.2. O

Abschlie0end soll nun noch das exakte Analogon zu Korollar 1.4.1 bewiesen werden: Korollar
2.4.3 behandelt diskrete dynamische Prozesse mit invertierba,rer rechter Seite. Es wird beim
Beweis der Sd.tze von Ha.rtman-Grobman im siebten Abschnitt Verwendung finden.

Korollar 2.4.3 Gegeben sei der diskrete drynamische Proze$

c -

A(k ) r  *  F (k , r , y )
B (k )Y  *  G(k , r ,Y )

(2.62)

mit Bonachrdumen X und!, sow'ie stetigen Abbildungen A: n'- L(X), B : T' -- QL(!),
F : ? L x  X  x !  - ,  X ,  G : % x  X  x  )  *  !  m i t  r ' ( k , 0 , 0 )  =  0 ,  G ( k , 0 , 0 )  : 0  a u f  T ' .  F e n t e r  g e l t e :

(H1) Die trb"rgong"obbitd,ung Q d,es lineoren Prozesses r' : A(k)r und" d"ie enneiterte lb"rgorgt-
abbi,ldung V uon U' = B(k)y erfillen f'i, m,n e 7l' die Abschd,tzungen
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l lo ( rn ,  n) l l  <
l l v (m,  n ) l l  <

mit Konstanten K 2 L und, 0 < a < F.

I{a^-n fi lr alle rn} rL ,

I ( B  
- "  

f i l r a l l e  m 1 n
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(H2) Ft i r  ol le k €A und (r ,y),( . i ,y)  € X x! s i l t

l l r (k ,  r ,U) -  r (k , t ,E) l l  <
l lc(k,r ,y)  -  G(k, i ,g) l l  S Ll l ,  -  n l l  + t l ly  -  g l l

m i t 0 1 t . # .

(H3) Ftir beli,ebiges k e 71, ist d'ie rechte Seite uon (2.62) ein Homilomorphismus auf X x i.
Damit er ist iert  die erweiterte al lgemeine Ldsung )(k;r ,€,?) = () t(k;  K,€,\) , )2(k;  n,( ,r7))
gerntifi (2.1 und \ : 7L x7L x X x J t X x ! ist stetig.

Mit 1 ,= # gilt dann:

(a )  Es  ex is t ie r t  e ine  s te t ige  Abb i l .dung s :71 'xX x%xX x) )  - -+ !  m i t

5*o,fo,no := {(" ,  { ,  s(rc,  { ,  Kor {or r7o)) :  n € 71, e € X}
= {(" , f ,  ry) '  ) ( . ;  n,€,q) -  A(. ;Ko:€0, qo) ist  1+-quasibeschrt inkt}

und

| | " ( " , { ' , K o , ( o , ? o ) - s ( r c , € " , n o , € o , , i o ) | | < f f i | | € , _ € , | |
rp  -  " )@ -  a  -  4 I (L ) " '

ftir beliebig€ KlKs € %, €o,{r,€, e X und To e U. Fenter ist S*o,go,,to e'in inaariantes

Faserbiindel fiir (2.62) in folgendem S'i'nne: Ist (n,€, t/) e 5^o,fo,,o, so gilt (ft' )(k; rc, €, tl)) €

S^o,€o,,ro ftir alle k e 7l'. Man nennt 5^o,eo,no das ,S-Faserbiindel durch (^0, {o, To) bzw. durch

die Losung )( . ;  ^0,(0, ?o).

(b )  Es  ex is t i ,e r te ine  s te t ige  Abb i ldungr :7Lx !  xZLx  X x ) )  - -+  X  mi t

R*o ,€o ,no  :=  { ( rc , r ( rc ,  T ,Ko,€o ,no) ,q )  :  n  €71,q  e  ! }
= {(" ,  €,  l )  '  } ( . ;  K,€,\)  -  )( . ;  Ko, €0, qo) ist  1- -quasi,beschrr inkt}

und

| | , ( ^ , , t ' , K o ' { o , \ o ) _ r ( n , \ z , K o , { o , r y o ) | | s W | | n t - n z | |
r p - c r ) ( | - a - 4 I i L ) " ' '

fiir beliebig€ K,Ks € 7L, to € X und TorQr,Tz e !. Fenter ist R*o,6o,,to ein inuarian-

tes Fa.qerb,iindel fiir (2.62), das ,R-Faserbiindel durch ("0,€0, Qo) bzw. durch die Losung

)( ' ;  "o,  {o '  4o).

Beweis: Sei rc6 € Z beliebig, aber fest. Wie im Beweis von Korollar 2.4.2 betrachtet man fiir

beliebiges ({o, r/o) € X x } den aaf. T, x X x ! definierten, diskreten dynamischen Proze8

r '  =  A ( k ) x  +  F * " ( k , r , a , € o , T o )

u '  =  B(k )y  +  G^"1k , r ,a , to ,To)  
(2 '63)

mit
F * , ( k , r , A , € o , T o )  : =  F ( k , r  +  ) r ( k ; K o r € o ,  \ o ) , !  *  ) 2 ( k ; r c e , € o , l o ) ) -

,F(k, )1(k;  Ko, €o, ryo),  )z(k;  rco, €0, ?o)) ,
G * o ( k , r , U , € o , \ o )  : =  G ( k , t  *  ) 1 ( / c ; K o r ( 0 ,  n o ) , y  *  ) 2 ( k ; n s , € g , r y g ) ) -

G(k ,  )1 (k ;  Kor€0,  qo) ,  ) r (k ;  rco ,€o ,  ?o) )  .
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Dieser Prozefi ist die Differenzengleichung der gestrirten Bewegung zur Lcisung )('; rco, €o, ?o) 
'not

(2.62).  DierechteSeitevon(2.63)ist f i i r festesk e T,:r �ur.d,((o,r lo) eXx! einHomoomorphismus
afi. X x ), d.h. alle Lcisungen existieren auf ganz T' und sind eindeutig bestimmt. Ferner
iiberzeugt man sich leicht, da3 (2.63) den Voraussetzungen von Satz 2.3.1, geniigt, rnit dem
Parameter ({o,?o) €. X x! .

A l s o e x i s t i e r t w i e d e r e i n e e i n d e u t i g b e s t i m m t e s t e t i g e A b b i l d u n g E * o i T L x X x X x ! - - - + ) )
fiir (2.63) gemd.S Satz 2.3.L(a/. Definiert man

s(r, €, Kor €o: ?o) := s,o(K, € - )r(o; Ko: €0, ?o), {o, qs) * \z(n; rco, €0, ?o) ,

so ist s offensichtlich stetig und wie im Beweis von Korollar I.4.I erhdlt man die restlichen
Aussagen von (a). Der Beweis von (b) wird analog durchgefiihrt. O

Wie im vierten Abschnitt des ersten Kapitels kann man diese Ergebnisse auch speziell auf dis-
krete dynamische Systeme anwenden. Da man hierbei vollig analoge Aussagen erhd,lt, werden
sie in diesem Abschnitt nicht eigens aufgefiihrt.

2.5 Faserungen des erweiterten Phasenraumes

Bei den kontinuierlichen dynamischen Prozessen wurden mit Hilfe von Korollar 1.4.1 horizontale

und vertikale Faserungen des erweiterten Phasenraumes konstruiert - die zentralen Hilfsmittel
zum Beweis des Reduktionsprinzips und der Sd,tze von Hartman-Grobman. Bei den diskreten
dynamischen Prozessen geht man natiirlich vollig analog vor, mit einem kleinen Unterschied:
Im Hinblick auf spd,tere Anwendungen werden die Betrachtungen zweigleisig durchgefiihrt.

o In Definition 2.5.1 wird fiir nicht notwendigerweise invertierba,re dynamische Prozesse die
horizontale Fosentng eingefiihrt, Satz 2.5.2 gibt Bedingungen an, unter denen jeder Punkt
des erweiterten Phasenraumes auf genau einer horizontalen Faser liegt.

o In Definition 2.5.3 und Satz 2.5.4 werden invertierbare diskrete dynamische Prozesse be-
handelt, und man erhiilt die exakten Analoga zu Definition 1.5.1 und Satz 1.5.3.

Zunlchst sollen also Differenzengleichungen untersucht werden, deren rechte Seite nicht notwen-

digerweise invertierba.r ist. Gegenstand dieser Untersuchungen ist wieder ein diskreter dynami-

scher Prozefi der Forrn

n ' =  A ( k ) r l F ( k , x , y )
y '  =  B ( k ) y * G ( k , r , y )

(2.64)

Dabe i  se ien .Y,  )  be l ieb ige  Banachrd ,ume,  A :71 ' ' -  L (X) ,  B :71- -  gL(y ) ,  F :7Lx  X x ) )  -+  / ,

G : T , x X x l d - ! s e i e n s t e t i g e A b b i l d u n g e n m i t . F ( k , 0 , 0 ) : 0 , G ( k , 0 , 0 ) : O a $ . % . F e r n e r
gelte wie in Satz 2.3.1 und Korollar 2.4.2:

(H1) Die Ub"tguograbbildung O des linea,ren Prozesses r' = A(k)r und die erweiterte

iibutgurrgr^bbitdung l[ von yr = B(k)g erfiillen fiir m, n € % die Abschitzungen

l lo ( rn ,  n) l l  <
l l v (m,  n ) l l  <

mit Konstanten 1( ) 1 und 0 < o < 0.
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(H2) Fiir alle /c e T, und. (r,y),(&,!) e ,t x ) gilt

l l r (k ,  x ,y ) -  F (k , r ,g ) l l  <
UG(k, r  ,  y)  -  G(k,  * ,  E) l l  <

m i t 0 ( . t (

)( f t ;x,( ,17) = () t(k;  K,t ,T),A2(k;n,( ,ry))  sei  wieder die al lgemeine L6sung von (2.64) gemifJ
(2.3), ferner sei 7 ,= #.Damit erfii l lt (2.64) die Voraussetzungen von Satz 2.3.1 und Korollar
2.4.2; ss, r0 seien die Abbildungen aus Satz 2.3.L,, s sei die Abbildung aus Korollar 2.4.2. In
Anlehnung an den kontinuierlichen Fall ist nun die folgende Definition moglich.

Def in i t ion  2 .5 .1  Se i  D CTLx N x%x!  de f in ie r t  durch  D '=  { ( t ,€ , rc0 ,?o) :  rc  )  rc6} .  Dann
heifit die mittels

f  "(* ,€,no,To):= s(rc,{ ,  rc6, 16(rc6, no),r lo)

erkliirte Abbildung fn : D ---+ ) horizontale Faserung von (2.64). Die inuariante Menge (im

Sinne uon Satz 2.3.1(a),(iu))

Fu(^o ,?o)  :=  { ( r ,€ ,  f  n (n ,1 , rc0 ,  ?o) )  :  n  €  71 , *o , t  e  X}

heiJ}thofizontale Faser durch (^0, ?o).

Die horizontale Faser durch (rco, ?o) ist also nichts anderes als das S-Faserbiindel durch diejenige
Lrisung des .Rs-Faserbiindels, die durch den Anfangswert (rcs,ro(Ko, no),qo) bestimmt ist. Wie
im kontinuierlichen Fall erreicht man durch eine verschd,rfte Bedingung an L,, da{l jeder Punkt
des erweiterten Phasenraumes auf genau einer horizontalen Faser liegt. Dieses Ergebnis ist in

dem folgenden Satz enthalten, der - wie im nd,chsten Abschnitt gezeigt wird - unmittelbar
das Reduktionsprinzip fiir nicht notwendigerweise invertierba^re diskrete dynamische Prozesse

impliziert.

Satz 2.5.2 Gegeben sei wieder d,er diskrete d,ynamische Prozefi

r '  =  A ( k ) x t F ( k , r , y )
v '  =  B ( k ) v * G ( h , x , Y )

(2 .65 )

mit den zu Beginn die.ce-c Abschnittes aufgefiihrten Eigenschaften. Dartiberhinaus erfille die

Konstante L die Bedingung

0 - a
4K

(2 .66)

Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Es eristiert eine stetige Abbildung f :%x X x! -!, so d,afi fi ir beli,ebige(no,(o,?o) €
T' x X x! gilt: (^0,(0, r1i liegt auf genau einer horizontalen Faser Fu(oo,r1), und zwar

attf der Faser Fn(no,f(oo,{o, ryo)).

(b) Ist p, eine beliebige Ldsung uon (2.65), so ist F(.,p(.)) eine Ltisung des Prozesses

y,  = B(k)y  + G(k, ro(k ,  a) ,  y)

o < L < c(/r ,  a,p) = *#fr+ r i  -  /++ t ;r l
41\ '

( 2 . 6 7 )
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(c) Sirtd die Abbikl,ungen A, B, F und G in (2.65) periodisch irt. k ntit Periodc O € IN, so fsl
ouch die Abbildung f periodisch in k mit Periode @.

Beweis: Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Satz 1.5.3.

(a) Sei xo € IL beliebig, aber fest. Es soll gezeigt werden, da0 fiir beliebiges (€0,lo) € X x ))
der Punkt (^o, €o, 4s) auf genau einer horizontalen Faser f's(rc6, 4) liegt. Dazu definiert man die
folgende Abbildung:

(  ^ .
T  . )  l x X x !  - - +  Y-^" '  

[  (?,€0, ?o) H s(rcs, rs( ' {e,  T),Ko,€0, ?o)

7^" ist wegen der Stetigkeit von rs und s ebenfalls stetig. Fiir beliebige €o € X, To,Tyrlz € !
implizieren Satz 2.3.1und Korollar 2.4.2 die Abschiitzung

l lT^"(n,, ,€o, ?o) -  T*o(r l r ,€0, no) l l  < 
2I(2 L(0 ' -  a -  2I{  L) "  ,

@ - o)(g - o - 4iijll"o(,'o' 
rh) - ro(no' ry')ll S

\ ( B -  a ) ( B - a - 4 I t L ) /

d.h. ?^" ist wegen (2.66) und (1.70) eine gleichmd,Sige Kontraktion, besitzt also gemd,3 Satz A.2.2

fiir beliebige ({0,ryo) einen eindeutig bestimmten Fixpunkt f(rcs,€0,?o) in }, und f(^o,', ') ist

stetig. Ferner ist 4 € ) genau dann ein Fixpunkt von ?,"(',€0,?o), wenn gilt:

T :  s (no , ro (Ko,  T) ,Ko, {0 , r /o )  I  ( "o , ro ( r {0 ,  q ) ,q )  e  5^o ,€o ,4o  I  (oo ,€o ,?o)  €  FH(ns , I l ) .

Also liegt (^0,40,4s) genau dann in der horizontalen Faser Fn(^o,4), wenn 4 Fixpunkt von

T*o( , {o ,?o)  i s t .  Dawegenderd isk re tenTopo log ie  a$ .7Lmi t f ( *o , . , . )auchf  s te t ig is t , i s t  (a )

vollstd,ndig bewiesen.

(b) Sei nun / C% ein nach rechts unbeschrd,nktes diskretes Intervall, p: I --+ X x ) eine Losung

von (2.65) und rc6 € .I beliebig. Ferner sei 4 := F(oo,p(Ko)). Dann existiert gemd,fi (a) rnd. Satz
2.3.1 eine eindeutig bestimmte, 7--quasibeschrinkte Losung u : T' ---+ X x ! von (2.65), so dafi

u - tl l+-quasibeschrd,nkt ist, und zwar )*(.;*0, ro(Ko, ,l),rl).

Betrachte nun ein beliebiges n ) ns. Der Punkt 17* := f (n,p(r)) ist der (wegen (o/ eindeutig

bestimmte) Punkt in ), fi ir den die Differenz I.(.;", ro(n,q*),q.)- tr eine 7+-quasibeschrinkte
Abbildung ist. Dann folgt aber unmittelbar, da0 n* = uz(K) gelten mu8. Fiir alle rc ) rce gilt

demnach:
v2(n) = F(n, P'(n))  '

Desweiteren ist z eine Losung auf dem .Rq-Faserbiindel von (2.65), d.h. z1(rc) = ro(K,ur(n)),

und somit ist z2 eine Lcisung des diskreten dynamischen Prozesses (2.67). Insgesamt ist also

F(.,ttO) eine L<isung von (2.67) anf 1L*o, und - da rcs €.I beliebig war - auch auf 1.

(c) Diese letzte Aussage von Satz 2.5.2 erhdlt man leicht wie im Beweis von Korollar 2.3.2. O

In der nun folgenden zweiten Hdlfte dieses Abschnittes werden die Betrachtungen wieder auf

diskrete dynamische Prozesse mit invertierbarer rechter Seite eingeschrd,nkt. Gegenstand der

Untersuchungen ist ein Proze3 der Form (2.64), mit den eingangs aufgefiihrten Eigenschaften.

Zusitzlich geniige dieser Prozefl noch der Bedingung:
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(H3) Piir beliebiges k e T' ist die rechte Seite von (2.64) ein Homciomorphismus a$. X x!. Damit
existiert die erweiterte allgemeine Losung )(k; n,€,rl) = ()t(k; K,€,T), )2(k; n,(' 4)) gemiifS
(2.4) und ), :T'x7Lx X x! -  X x!  ist  stet ig.  Ferner exist ieren die Abbi ldurg€n s6, ?"6,

s und r aus Satz 2.3.1 und Korollar 2.4.3.

Wie bereits in den vergangenen Abschnitten deutlich wurde, ist man unter dieser Voraussetzung
aller Schwierigkeiten entledigt - und die Ergebnisse des kontinuierlic-hen Teils konnen nahezu

wortw<irtlich iibernommen werden. Die Konstruktion horizontaler und vertikaler Faserungen
des erweiterten Phasenraumes macht da keine Ausnahme. Zund,chst also zum Analogon von

Definition 1.5.1.

Definition 2.6.3 Mit obigen Bezeichnungen definiert man:

(a) Die Abbild.ung f a :71' x X x T'x ! --+ )) d,efiniert durch

f uG,€, rc0, ?o) := s(K, (, rce, 16(rce, To), rlo) ,

fiir beliebig€ KlKs € n, € € X und r1s € !, heifithorizontale Faserung von (2.64). Di'e
inuariante Menge

Fr(^o, ?o) := {(o, €,  f  n(*,  €,rc0, To)) ;  n Q 71, € € X}

heifit horizontale Faser durch ("o, ?o).

(b) Die Abbildu,ng fv :71x y x 7L x X "+ X definiert durch

f r (^ ,T , rc0 ,  {o )  :=  r (n ,  \ ,  Ko ,  €o ,so( rc0 ,  {o ) ) ,

fiir beliebig€ K,Ks € %, €o € X und q € !, heifit vertikale Faserung von (2.64). Die

inuari,ante Menge

Fr (^o ,€o)  :=  { (^ ,  fu ( r ,? ,  Ko,  €o) ,  11)  :  n  €  %,q  €  ! }

heifit vefiikale Faser durch (^0,{o).

Das Analogon zu Satz 1.5.3 wird beim Beweis der Sitze von Hartman-Grobman Verwendung

finden, da diese Sd,tze nur fiir invertierba^re diskrete dynamische Prozesse bewiesen werden.

Satz 2.5.4 Gegeben sei ein diskreter dynarnischer Prozef

r '  =  A ( k ) n t F ( k , r , y )
y '  =  B ( k ) y l G ( k , r , y )

(2 .68)

mit den Eigerwchaften (H1), (H2) und (HS). Die Konstante L gen{ige der Ungleichung

o 3 L < C(n, a,  0) = #r,  + r i  -  \ t rT nl .  (2.6e)

Dann gilt:
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(a) Es existiert eine eindeutig bestimmte Abbi.ldung f r: (f ,r,f tr) :71x X x ) - X x !,
so da$ fir beliebige (no,€0, ?o) € 7L x X x ! die Beziehungen

(rcg, (0,  r7o) € Fv(no, f  t t (no,€o'  4o)) und,

(rco,€0, ?o) € Ft(oo,frr(^o,€o, ryo))

erfiillt sind. Jeder Punkt d,es erweiterten Phasenro,un'Les uon (2.68) liegt d'emnach auf

genou einer horizontalen und, genau einer uertikalen Faser. Die Abbildung F1 ist stetig,

fur betiebiges k € T' gilt Ft(k,0,0) - (0,0), und man erhtilt weiter: Ist p, eine beliebige

Liisung uon (2.68), so ist Fy(.,p,(')) eine Lilsung des entkoppelten Prozesses

r '  = A(k)n + .F(fr, r,  ss(/c, r))

v' = n(k)v + G(k,ro(k,v),v)
(2 .70)

(b) Es eristiert eine stetige Abbildung f2 : 7L x X x ! - X x !, so daS ftir beliebiges
(*o, 40, qd e 7L x X x ! der Punkt (ns, f2(ns,(0, qo)) der eindeutig bestimmte Schnittpunkt

der horizontalen Faser Fn(no,r1i mit der uertikalen Faser Fv(nor€o) in d,er "Hyperebene"

k = no ist. Insbesondere gilt also F2(k,0,0) - (0,0) fir alle Ic € 7l', und man erhtilt

fenter: Istu eine Ldsung des entlcoppelten Prozesses (2.70), so ist f2(.,u(')) eine L6sung

uon (2.68).

(c) Ftir beliebiges n € % si,nd, d,ie Abbi,ldungen fy(n,.,.) und f"(n,.,.) ei,nanderinuers, also

Eomtiomorphismen auf X x !. Damit sind die Prozesse (2.68) und (2.70) topologisch

tiqtfiuolent.

(d,) Sind die Abbildungen A, B, F und, G in (2.68) periodisch in lc mit Periode O € IN, so

sind. auch die Abbildungen f 1 und, f2 period.isch in k mit Periode @. Ist (2.68) insbe-

sond,ere autonorn, dann sind die Abbildungen f 1 und F2 aon k unabhtingig, und damit

Homdomorphismen auf X x!.

Bemerkung: Die obige vertikale Faserung stimmt mit der vertikalen Faserung in KIncHcn,c-

BER, PALMnn [19] iiberein, falls der Prozefi (2.68) autonom und endlichdimensional ist, die

Eigenwerte von .,4. im Innern oder auf dem Rand, die Eigenwerte von B dagegen auf3erhalb des

Einheitskreises liegen.

Beweis: Der Beweis kann nahezu wortwcirtlich vom Beweis des Satzes 1.5.3 abgeschrieben
werden. Lediglich die Definition der Abbildungen fi und ?2 sollte bei festem ns e % erfolgen, wie

beim Beweis von Satz 2.5.2. Diese Abbildungen sind dann wegen (2.69) und (1.70) gleichmii3ige

Kontraktionen mit Pararneterraum ,t x ); die Stetigkeit der Abbildungen f1 und F2 f.olgt
leiclrt aus der Stetigkeit von f t(oo,.,.) und f ,(oo,.,.), sowie der diskreten Topologie anf %.

Desweiteren miissen einige r's durch rc's ersetzt werden. O

Zum Abschlu3 dieses Abschnittes soll der in Korollar 2.5.4 erwd,hnte Begriff der topologischen

Aqui,ualenz diskreter dynamischer Prozesse nd,her erld,utert werden. Seien dazu

P ( k , x , y )  : =  ( A ( k ) r  +  F ( k , r , y ) , B ( k ) y  t  G ( k , r , y ) )  b z w .

Q ( k , r , y )  : =  ( A ( k ) r  +  t r ' ( & , o ,  s s ( k ,  r ) ) ,  B ( k ) y  +  G ( k , r o ( k , y ) , y ) )

die rechten Seiten der Prozesse (2.68) bzw. (2.70). Gemii3 Satz2.5.4(a) wird eine Losung von

(2.68) mittels f 1 atfi. eine Losung von (2.70) abgebildet, d.h. fiir beliebige k e 71, r € ,lf und

y € ) gilt:
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Q(k,  F{k,  r ,  y) )  =  f  ' (k  + r ,  P(k,  r ,  y) )  . (2.7r)
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Diese Beziehung nimmt fiir autonome Prozesse eine besonders interessante Form an: In diesem
Fall sind niimlich die Abbildungen P, Q, f t von & unabhringig und f1 ist ein Homciomorplfsrnus
auf ,t x ). Die Beziehung (2.7L) impliziert dann fiir beliebige r e X und y € )

Q ( f  ' ( r , , y ) )  =  f  { P ( r , y ) )  ,

und schlie0lich

Q F t = f t P  < + Q = F f f r '  < + P  =  f  r r Q F t (2 .72)

Die Abbildungen P und Q sind demnach topologisch lconjugiert.

2.6 Das Reduktionsprinzip

In den letzten beiden Abschnitten verursachte die parallele Behandlung nicht notwendiger-
weise invertierba.rer bzw. invertierba^rer diskreter dynamischer Prozesse doch einen betrd.cht-
lichen Mehraufwand. Die Entschiidigung fiir diesen Mehraufwand wird in diesem Abschnitt
geliefert: das Reduktionsprinzip kann fiir Differenzengleichungen mit nicht notwendigerweise
invertierba,rer rechter Seite angegeben werden.

) n ,

{ n

Satz 2.6.1 (Reduktionsprinzip) Gegeben sei der diskrete dynamische ProzelS

r '  =  A ( k ) r l F ( k , r , y )
y '  =  n ( k ) y * G ( k , n , y )

(2.73)

mit Banachrtiumen X, !, sowie stetigen Abbildungen A:71' --, L(X), B : ?L - QL(U), F :
% x ,N x  ) }  -  X ,  G :71  x  X  x  )  -  !  m i . tF (k ,0 ,0 )  :  0 ,  G(k ,0 ,0 )  =  O auf  71 .  Ferner  ge l te :

(H1) Die ib"rgongtobbildung Q des linearen Prozesses r' = A(k)r und d,ie erweiterte Ub"rgong"-
abbildung It uon y' = B(k)y erf[illen fil, *,n € 7L die Abschtitzungen

l l o (m,  n ) l l  <
l lv(rn,  n) l l  <

mit Konstanten I{ } I undO < a < p < L.

(H2) Fiir alle k € 7L und (r,y),(t,y) e X x ! gilt

l l r ( k ,  r , y )  -  F (k , r ,g ) l l  S  L l l ,  -  I l l +  L l l y  -  l l l
l l c ( k ,  r , y )  -  G(k ,n ,g ) l l  <

mit 0 1 L < C(I(,a, B). (Versleiche (2.66).)

Mit 1 t= # < t erftittt d,ann (2.73) die Voraussetzungen uon Satz 2.3.1; rs sei die zum

Rs-Faserbiindel geh}rige Abbildung. Neben (2.73) betrachtet man den reduzierten Prozefi

y '  =  B(k)g + G(k,  ro(k ,y) ,y) ( 2 . 7 4 )

--+ )), so da$ fiir beliebigesDann existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung R : T' x X x y

(oo,{o, qo) € % x N x ! gilt:
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Abbildung 2.7 : Das diskrete Reduktionsprinzip

Bezeichnet ) = ()r, ),2) : %*o --+ X x! die Ldsung uon (2.73) mit ),(ns) : (€o, r1s) unil p, : 1L^o -+

! die Ldsung aon (2.ft) mit p,(ns) = R(no,{o, r7o), so sind filr aIIe k € |L*o die Abschd.tzungen

l l ) , (k) -  ro(&,p,(e)) l l  s (u * 6 , !{"L'  '  r ,=) t tg, -  ro(rc0, R(*o,€o,to)) l l , l ' - ' "
\  \ i , - c r ) ( P - a - 4 1 { L ) /

l l ) , (k )  -p (k ) l l  s  ,7 "9 :a -2 I {L )  " -
" ' �  @ - o)(g ff i l l (o 

- 'o(rc' 'R(*o'€o' , lo))l l7^-^"

erfiillt. Es existiert demnoch eine eindeutig bestimmte L6sung auf dern Ro-Faserbilndel uon
(2.73), d,er sich \ fur k --+ 6 erponentiell annd,hert, nd.mlich (ro(.,p(.)),/r(.)).

Domit ist die triuiale L6sung aon (2.73) geruru d.onn stobil (irwtobil, osymptotisch stabil), wenn
die tri,uiale L1sung aon (2.71) stabil (instabil, asyrnptoti,sch stabil) ist.

Die Abbild.ung R ist stetig und es gilt fem,n: Ist die rechte Seite uon (2.73) periodisch in k mit
Periode O € IN, so ist ouch R periodisch in lc mit Periode Q. Speziell fiir disbete dynarnische
Systerne ist also R unabhdngig aon k.

Bemerkung: Fiir endlictrdimensionale, diskrete dynamische Systeme ist (H1)erfiillt, falls die
folgenden Ungleidrungen gelten:

o l " -1a ;< t  und o f ; , , ,1^B;  >1 ,

d.h. wenn die Eigenwerte von .4 im Inneren, die Eigenwerte von B auf dem Rand oder im
Au3eren des Einheitskreises liegen. Die Aussagen des Satzes fiir diskrete dynamische Systeme
sind in Abbildung 2.7 veranschaulicht.

Beweis: Der diskrete dynamische Proze0 (2.73) erfril lt die Voraussetzungen der Sltze 2.3.1 und
2.5 .2 ;  f  :%xX x  )  *  )  se i  d ieAbb i ldung arsSatz2 .5 .2 .  Def in ie r t  man?( rc6 ,€o ,?o) , :
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f(oo,(0,?o) und bezeichnet p, die L<isung vo:n (2.74) mit p(rcs) : R(no,€o,rlo), so impliziert
Satz 2.5.2 unmittelbar, dafl (to(.,p(.)),p(.)) die eindeutig bestimmte Lrisung vor- (2.73) ist, die
im Be-Faserbiindel verlduft und fiir die gilt:

) ( . )  -  (ro(. , / r( . )) ,p(.))  ist  7+-quasibeschri inkt.

Diese Funktion ist also eine 7+-quasibeschrinkte L<isung der Differenzengleichung der gestorten
Bewegrrng zu ) von (2.73). Wendet man jetzt Satz 2.3.I(a),(iii,) auf diese DifferenzengleicJrung
der gesttirten Bewegung an, erhiilt man unmittelbar die oben behaupteten Abschd,tzungen.

Die Aussagen zur Periodizitdt von R sind direkte Konsequenzen aus Satz2.5.2(c). O

Nichtinvertierbare, zweidimensionale autonome Beispiele zum Reduktionsprinzip lassen sich an
zwei Stellen innerhalb dieser Arbeit finden:

o Das linea^re Beispiel (2.57) auf Seite 93 und

o das nichtlineare Beispiel (2.105) auf Seite 114.

In beiden Beispielen ist die y-Achse die invariante -Rg-Mannigfaltigkeit im Phasenraum und die
Abbildung R ist durch R(€o,no):- 4s definiert.

Abschlie8end noch eine Bemerkung zum reduzierten Prozefi (2.74). Die verschd,rfte Bedin-
gung an ,t impliziert bekanntlich die Abschd,tzung (1.70), woraus mit (H2)und Satz 2.3,1(b),(ii)
fiir alle k e 7L und y, y € y die Ungleichung

l lG(k ,  ro(k ,y) ,y)  -  G(k, ro(k ,y) , t ) l l  <  z l l ly  -  y l l

f o l g t .  B e a c h t e t m a n f e r n e r , d a 3 w e g e n L  < C l k , a , P ) <  #  <  f r t " ,  b e l i e b i g e s  k  e T , d i e
Abschd,tzung ZLIIA(D-t l l  < T .1 erf i i l l t  ist ,  so impl iz iert  Korol lar A.2.3:

Die rechte Seite von (2.74) ist fiir beliebiges k € n ein Homoomorphismus auf ).

Auch fiir einen nichtinvertierbaren Ausgangsprozefi (2.73) erhilt man also einen invertierbaren
rednzierten Proze3. In den oben genannten Beispielen lauten diese reduzierten Prozesse y' : y
bzw. y' - 2y.

2.7 Die Sdtze voll_ Hartman-Grobman

Da,s Ende des zweiten Kapitels bilden die Beweise der Sitze von Hartman-Grobman. Im Ge-
gensa,tz zum Reduktionsprinzip ist es nun aber nicht m<iglich, diskrete dynamische Prozesse mit
nicht notwcndigerweise invertierba.rer rechter Seite zu behandeln: Auf Seite 114 wird ein dis-
kretes dynamisches System im IR2 vorgestellt, das zwar allen Voraussetzungen des klassischen
Satzes von Hartman-Grobman - mit Ausna"h.me der Invertierba^rkeit - geniigt, das jedoch

nicht entkoppelt, geschweige denn linearisiert werden kann. Fiir invertierba,re diskrete dynami-
sche Prozesse erhdlt man Ergebnisse wie im kontinuierlicien Fall.

2.7.L Vorberei tende Ergebnisse

Zrrnd,clrst miissen die LemmataL.T.l und l-.7.2 auf den diskreten Fall i ibertragen werden. Bereits
bei dieser Ubertragrrng verursachen nichtinvertierba,re Prozesse einige Probleme. Sei dazu das
diskrete dynamische System

t r ' = A r + f ( r ) (2 .75 )
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gegeben, mit einem Banachraum X, A e 4(.Y) und einer stetigen Abbildung f : X --+ X
mit /(0) = a. Ein Analogon zu Lemma 1.7.2 sollte, unter gewissen Voraussetzungen an die
Ubergangsabbildung von n' : Ar und die Abbildung /, einen Homciomorphismus '17 ad X mit
'l{(0) :0 liefern, der L6sungen von (2.75) auf L6sungen von r' : Ar abbildet. Die Bemerkung
von Seite L04 zv topologischen Aquiralenz diskreter dynamischer Systeme ergibt dann

l ,r  + f(r) =H-r(ATt(r)) f i i r  al le x € x . (2 .76)

Formuliert man nun die Forderungen an die Uberga^ngsabbildung von t' = Ar in Anlehnung
an Lemma L.7.2,so erkennt man sofort, da3 die Nullabbildung A = 0 diesen Forderungen stets
geniigt - und Einsetzen in (2.76) impliziert f (r) = 0 fiir alle r € X. Mit anderen lVorten:
(2.75) ist genau dann dem linea^ren Proze3 r' = Ar = 0 topologisch ilquiwlent, wenn f = 0
erfiillt ist.

Dieses Beispiel zeigt, da3 diskrete dynamische Prozesse mit nichtinvertierba^rer rechter Seite
vermutlich selbst dann nicht linea.risiert werden kiinnen, wenn sie Voraussetzungen wie in Lemma
1.7.2 erfiillen. Fordert man jedoch von der rechten Seite Invertierba.rkeit, so erhdlt man ohne
grofle Miihe exakte Analoga zum kontinuierlichen Fall. Zund,chst soll Lemma l-.7.1- auf den
diskreten Fall iibertragen werden.

Lemma 2.7.1 Gegeben seien d,ie diskreten dynamischen Prozesse

x ' = A ( k ) r t f { k , x )

107

(2 ,77 )

(2.78)
und

r ' = A ( k ) x * f z ( k , n )

mit einern Banachraurn X, stetigen Abbildungen A : T' --+ L(X) und h, fz :71 x X ---+ X. Q sei
d,ie ibergangsabbildung des linearen Prozesses r' = A(k)r. Ferner gelte ftir beliebige m,n € Z,
x r i  €  X :

l lQ ( - , " ) l l <  I (a^ - "  f u r  m)  n ,

l l / ' ( f r ,  , ) l l  < M und l l / ' (k,  *) -  f ' (k, t) l l  < Ll l r  -  nl l  ,

l l f r (k , r ) l l  S u und l l f r (k , * )  -  f r (k , t ) l l  <  L l l r  -  r l l  ,
mit Konstanten I{ > 1, 0 < a < l, M } 0 und 0 < L < +. Di,e rechten Seiten der Prozesse
(2.77) und (2.78) seien fiir beliebiges k € 7L Homriomorphismen auf X, mi,thin eristieren die
erueiterten allgemeinen Ldsungen trtt)(k; n,{) bzw.ltz)(k; n,O uon (2.77) bzw. (2.78) und. sind
stetig.

Fem,er eristiert eirze eindeutig bestimmte Abbildung L :71' x X ---+ X, so dafi ftir beliebige ns € T,
und{se  X g i l t :

. l ( ' ) ( . ;  ns, L(ns,€.))  -  )( t )( . ;  rco, €o) ist  beschrd.nkt.

Dartiberhi,naus besitzt L die folgend,en Eigenschafien:

(") L ist stetig.

(b) Ftir beliebige n € T, und ( € X gilt

nL(*,€)-€t t<i{!nt

(c) Ist p, eine Ldntng uon (2.77), so ist L(.,p(')) eine Ldsung uon (2.78).

(2 .82)

(2 .7e)

(2.80)

(2 .81)

(2 .83)
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(d) Sind A, fi und f2 period,isch in k mit Periode O e IN, so ouch L.

Beweis: Sei rcs € Z beliebig, aber fest. Wie im Beweis von Lemma l-.7.1" wird nun der vom

Parameter €o e X abhiingige Proze3

r '  = A(k)x * f r(k,a 1 1(r)(k;  rc0,€o)) -  f r(k, , , \ t t ) (k;  rc0,€o)) (2 .84)

betrachtet. Man iiberzeugt sich ieicht, dafi auch die rechte Seite von (2.84) fiir beliebiges k € T'

ein Hom6omorphismus auf ff ist, da$ also die erweiterte allgemeine L<isung )!?(k;rc,(,(6) exi-

stiert, und dafl diese erweiterte allgemeine L<isung von allen Argumenten - inklusive Parameter
(6 - stetig abhiingt. (rcs ist fest, zihlt also nicht als Parameter.) Wie im Beweis von Lemma 1.7.1

zeigt man ferner, da3 (2.8a) wegen (2.79), (2.80) und (2.81) die Voraussetzungen von Lemma

2.2.2 erfid.llt Es existiert demnach eine eindeutig bestimmte AbbildunB b,o : T'x X --+ .Y, so dafJ

fiir beliebige n € % und {s € ,t gilt:

f [ "")( . ;  n,b*o(n,(o),€o) ist  beschrd,nkt.

Dariiberhinaus ist b,o stetig nnd, (2.22) liefert:

l lb^"(o,(r)ll S #yTf 
fi ir beliebige K e 71, to e x .

Nrrn ist eine Funktion u :71, ---+ X genau dann L<isung von (2.84), wenn z(') * )ttt1"rco,€o)

Losung von (2.78) ist. Die zu (2.82) gehorige Aussage des Lemmas ist damit der foigenden

Aussa,ge d.quilalent:

Es eristiert eine eindeutig bestimmte Abbildung B : 7l' x X -+ X, so dafi ftir alle n6 € 7L und'

to € .T silt:

(2 .85)

f!?('; ns,B(ns,€o), €o) ist beschrdnlct.

Zuischen L und B besteht dann die folgend,e Beziehung:

(2.86)

L ( " ,€ )=  (+  B ( " ,€ )  f i i r  be l i eb i se  n  €%,  (  e  X  .

(2 .87 )

(2.88)

Setzt man jetzt B(xs,(o)'= b^o("0,(o), so folgt (2.87) unmittelbar aus (2.85), und durch (2.88)

wird die eindeutig bestimmte Abbildung 4 definiert, die der Bedingung (2.82) geniigt. Auch die

restlichen Aussagen des Lemmas erhdlt man nun leicht:

(a) Die Stetigkeit vor- L folgt aus der Stetigkeit von 6^o(10,.), der diskreten Topologie at;J 7I'

und den Definitionen von B tnd L.

(b) Die Abschfi,tzung (2.83) folgt aus (2.86), (2.88) und der Definition von B.

("),(rI) Die Beweise dieser letzten beiden Aussagen des Lemmas ktinnen fast wortwortlich vom

Beweis des Lemmas 1.7.1. iibernommen werden. O

Im kontinrrierlid-ren FaJl geniigte Lemma 1.7.1 bereits, um das Linearisierungsrestltat 1.7.2 zu

beweisen - der Beweis verwendete jedoch einmal mehr die Zeitumkehr. Da diese Beweistechnik

im diskreten Fall nicht zur Verfiigung steb.t, ist noch das folgende Lemma n<itig.

Lemma 2.7.2 Gegeben seien di,e di,skreten dynamischen Prozesse

y ' =  B ( k ) y + s t ( k , y ) (2.8e)
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und
y ' =  B ( k ) y +  g z ( k , y ) (2.e0)

m i t e i n e m B a n a c h r a u m ! , s t e t i g e n A b b i l d u n g e n B : 7 1 ' - - + g L ( y ) u n d 9 1 , g z : %  x ) * ! . { t  s e i
die eruteiterte [Ibergangsabbi,Idung d,es linearen Prozesses y' = B(k)y. Ferner gelte fiir beliebige
mrn €  7 l ' ,  y ry  € .  ! :

l lV(n2," ) l l  S I {B - "  
f i i r  m 1n,

l ls ' (k ,y) l l  <  M und l ls ' (k , ,a)  -  o ' (k , t ) l l  S L l ly  -  y l l  ,

l lg r (k ,y) l l  S M und l ls , (k ,y)  -  s , (k , t ) l l  <  L l ly  -  y l l  ,
mit Konstanten Ii >L, B ) L, M ) 0 und\ < L a +. Die rechten Seiten der Prozesse
(2.89) und (2.90) sind dann fiir beliebiges k < 7L Homilomorphismen auf y, mithin ex.istieren
die erueiterten al lgemeinen Li isungen \G)(k;n,17) bzw.){z)(k;  n,r7) uon (2.59) bzw. (2.90) und
sinrl stetig.

Ferner existiert eine eindeutig besti,mmte Abbi,Idung L :71x ) - !, so da$ fiir beliebige ns € T,
u n d r \ s € !  g i l t :

X')(.; ns,L(ns,qo)) - ^(t)('; no,To) ist beschrrinkt.

Dartiberhinaus bes'itzt L die folgenden Eigeruchaften:

(a) L ist stetig.

(b) Fur beliebige n e 7L und q E )t gilt

l l l(o,d-nll<r]l:Y-" ' -  u - L - I { L

(c) Ist p, eine Ldsung uon (2.89), so ist L(.,p(.)) eine Ltisung uon (2.90).

(d) Sind B, 91 und92 periodischi,nk mit Periode O € IN, so auch L.

Beweis: Der Beweis kann vollig analog zum Beweis von Lemma2.7.L unter Verwendung von
Lemma 2.2.4 durchgefiihrt werden. Der einzige Unterschied ist, dafi die Invertierbarkeit der rech-
ten Seiten von (2.89) bzw. (2.90) bereits von den Voraussetzungen und Korollar A.2.3 impliziert
wird. (Vergleiche etwa Lemma2.2.5, Anfang des Beweises.) O

Mit diesem Lemma sind nun aber alle Hilfsmittel bereitgestellt, um Lemma 1,.7.2 fij'r diskrete
dynamische Prozesse zu beweisen.

Lemma 2.7.3 Filr beliebige K > I, 0 < o < 1 < B und M > 0 gelten die folgenden Aussagen:

(a) Gegeben sei der di,skrete dynamische Prozefi

r ' = A ( k ) r + f ( k , r ) (2 .e1)

und der zugehdrige lineare ProzeJJ

(2.e2)

rni teinem BanachraumX, sowiestet igenAbbi ldungenA:71'  --  ]L(X) und f  ;Xl 'xX -+ X.
Q sei die erweiterte Ubergangsabbildung uon (2.92); die rechte Seite uon (2.91) sei fiir

109



110 KAPITEL 2. DISKRETE DYNAMISCHE PROZESSE

beliebiges k e X ein Homtiomorphismus auf X. Ferner gelte fiir beliebige nt,tt e 7,,
r r i  €  X :

l lO(- , " ) l l  <  I (a^-"  f t i ,  m)  n ,

l l f (k ,x) l l !  M und l l f (k , r ) -  f (k , t ) l l  <  L l l r  -  r l l  ,

mit01 L < +. Dann existieren stetige AbbildungenT{,f{:7,x X ---+ X mit folgenden
Eigenschaften:

(i) Ist p eine Ltisung aon (2.91), so ist'17(.,p(.)) eine Ltisung uon (2.92).

(ii) Istu eine Lisung aon (2.92), so ist'11(.,u(.)) eine L\sung uon (2.91).

(ii i) Fiir beliebiges R €n sind, d,ie AbbildungenTt(n,.) undft@,.) einander inuers, mithin
Homiomorphismen auf X.

(iu) Sind A und f periodischink mit Periode O e IN, so auchH und'\l.

Die diskreten dynamischen Prozesse (2.91) und (2.92) sind also topologisch riquiualent.

(b) Gegeben sei der dislrete dynamische Prozefi

y ' : B ( k ) y + s ( k , y ) (2.e3)

und der zugehtirige lineare ProzeS

(2.e4)

mit einem Banachraum!, sowie stet igen Abbi, Idungen B :71 - '8L(!)  undg:71,x! --+ )) .
V sei, die erweiterte ibergangsabbitdung uon (2.9/). Ferner gelte fiir beliebige m,n e 1tr,

A , A  e  ! :
l lV( - , " ) l l  <  I ip  - "  

fur  m I  n ,

l lg(k, y) l l  S t t  und, l ls(k,y) -  s(k,-y) l l  < Ll ly -  yl l  ,

mit 0 1 L < +. Dann eristieren stetige Abbi,Idungen 11,n :71x U --+ )) mit folgenden
Eigenschaften:

(i) Ist pr eine L6-cung aon (2.93), so ist'11(.,p,(.)) eine Lrisung uon (2.91).

(ii) Ist v eine Ltisung aon (2.91), so ist'11(-,v(-)) eine Ldsung aon (2.93).

(ii i) Ftir beliebiges x € % sind die Abbildungenh{(n,.) undtt(",') einand,er inaers, mithin
Homdomorphismen aul Y.

(iu) Sind B undg periodischi,nk mi,t Periode O € IN, so auchH und'17.

Die diskreten dynamischen Prozesse (2.93) und (2.9/) sind also topologisch d,quiaalent.

Beweis: Der Beweis dieses Lemmas kann ohne grofie Anderungen vom Beweis des Lemmas
l-.7.2 iibernommen werden: (a) wird durch dreimalige Anwendung von Lemma 2.7.L, (b) durch
dreimalige Anwendung von Lemma2.7.2 bewiesen. Man beachte, dafi wegen der Anwendurg von
Lemma 2.7.L l r ' i t  f t (k,n):= f(k,r)  und fr(k,r) := 0 der l inea,re Operator,a(k) f i tu bel iebiges
k e 7L ein stetiger Isomorphismus sein mu0; deshalb wurde in (a) auch ",4. : 7' --+ gL(X)"

gefordert. O
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Bemerkung: Analog zu den kontinuierlichen dynamischen Prozessen impliziert die Giiltigkeit
von f (k,0) = O und g(k,0) = O fiir alle k e % auch im obigen Lemma 2.7.3, d,aB

' H ( k , O ) = 0  u n d  t l ( n , U = O  f i i r a l l e  k e %

erfiillt ist.

Mit Lemma 2.7.3 und Satz2.5.4 werden auf den verbleibenden Seiten des zweiten Kapitels nun
der klassische und der verallgemeinerte Satz von Hartman-Grobma^n fiir diskrete dynamische
Prozesse bewiesen.

2.7.2 Der klassische Satz von llartman-Grobman

Zund,chst zum klassischen Satz von Hartman-Grobman. Autonome Versionen dieses Satzes gibt
es seit geraumer Zeit: man vergleiche dazu etwa H.tnrNt.q.N [12, pp. 245ff),Inwrx [15, p. 114]
oder Puctt [26]. Der nichtautonome Fali wurde bereits in Hrr,cBn [L3] behandelt.

Im folgenden wird der klassische Satz von Hartman-Grobman fiir diskrete dynamische Pro-
zesse mit invertierbarer rechter Seite formuliert und bewiesen. Eine Rechtfertigung dieser Ein-
schrinkrrng wird im Anschlu$ an den Beweis gegeben.

Satz 2.7,4 (Klassischer Satz von Hartman-Grobman) Gegeben se'i der diskrete dynami-
sche Prozefi

v -

A(k )x  *  F (k , r , y )
B (k )Y  I  G(k , t ,Y )

(2.e5)

mit Banachrd,umen X und!, sow'ie stetigen Abbildungen A: T' -- ]L(X), B :71' -- ]L(U),
F : T ' x X  x U  - - +  X , G : % x X  x / *  U  m i , t F ( k , 0 , 0 ) : 0 ,  G ( k , 0 , 0 )  : 0  a u f  7 , .  F e r n e r g e l t e :

(H1) Die er"weiterten Ub"rgorgtobbildungen Q bzw. V d,er linearen Prozesse r' = A(k)r bzw.
u' = B(k)a erftillen die Abschd'tzungen

l lo(rn,  n) l l  <
l lV(nz, n ) l l  S I i  B 

-" 
f t ir  al le m { n

mi t  Konstanten I i  )  1 ,0 < o < |  und B:=2 -  o  )  1 .

( H P )  F t i r a l l e k e  % u n d ( r , y ) , ( r , ! ) e  X x !  g i l t

l l .F( f r ,  r ,y )  -  F(k , r ,g) l l  <

l l c ( k , r , s )  -  G(k , r ,g ) l l  S  L l l ,  -  r l l  +  L l l u  -  l l l

1 - n
o < L . #t, + rr - 14 + K,) = c(I i ,  a,2 - a) ,

mit

(Versleiche (2.69).)

( H 3 )  F { i r a l l e k e T , , r e  X  u n d y € !  g i l t

l l r ' (k ,  r ,y) l l  < M

mit einer Konstanten M > 0.

(2.e6)

und  l l c ( k , r , y ) l l  <  M
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(Hl) Fiir beliebiges k e % ist di,e rechte Seite uon (2.95) ein Homtiomorphismus auJ X x !.
Damit eni,stiert di,e eruteiterte allgemeine Ldsung uon (2.95) gemtifi (2.1) und ist steti,g.

Neben (2.95) wird d,er lineare Prozefi

r '  =  A(k)r
u' = B(k)u (2 .e7)

bet rach te t .  Dann er is t ie rens te t ige  Abb i ldungen '11 ,7{ :7LxX x !  -  X  x !  m i tH(n ,0 ,0 )  =
'H1^,0,0) : (0, 0) auf %, souie folgenden Eigenschaften:

(a) Ist p. eine Ldsung uon (2.95), so i,st'11(-,p,(.)) ei.ne Losung aon (2.97).

(b) Ist u eine Ldsung uon (2.97), so isttll ',u(.)) eine Ldsung aon (2.95).

(c) Ftir beliebiges n e % sind die Abbi,Idungen 7{(n,-) und U(",.) einander inuers, mithin
Eom6omorphismen auf X x !.

(d) Sind A, B,F undG periodischink mit  Periode O € IN, so auch?l undit .

Die diskreten dynamischen Prozesse (2.95) und (2.97) sind also topologisch tiquiualent.

Bemerkung: Bei einem endlichdimensionalen diskreten dynamischen Proze0 der Form

r '  =  A x + F ( r , y )
y '  =  B y + G ( r , y )

(2.e8)

m i t , 4  e K * " * ,  B  €  K N ' N ,  F : K M  x  K N  - - l K M ,  G : K M  x  K N  *  K N ,  i s t  d i e  B e d i n g u n g
(H1) an die tibergangsabbildungen erfiillt, wenn alle Eigenwerte von.4. im Innern, und alle
Eigenwerte von B im Auf}ern des Einheitskreises liegen. Geniigt (2.98) auch noch den restlichen
Vora,ussetzungen von Satz 2.7.4, so ist (2.98) dem linearen System

(2.ee)

topologisch d,quivalent: Es existiert ein Homriomorphismus'17 : KM x KN -. KM x KN mit
1l(0,0) - (0,0), der Ltisungen von (2.98) auf Losungen von (2.99) abbildet. Kiirzt man die
rechten Seiten dieser Systeme durch

P ( r , y )  : -  ( A r  +  F ( r , y ) ,  B y  *  G ( r , y ) )  ,  Q ( r , y )  : =  ( A r ,  B y )

ab, erhdlt man unter Beachtung von (2.72) ferner:

QTt = TtP oder P ='17-rQ'17 .

Die Abbildungen P und Q sind somit topologisch konjugiert.

(2 .1  00 )

Beweis: Der Proze0 (2.95) erfii l lt die Voraussetzungen von Satz 2.5.4, ist also dem Proze3

= A(k)r  + F(k,c ,  s6(k,  r ) )
=  B (k )y  +  G(k , ro (k , y ) , y )

r '
y'

( 2 .101 )
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topologisch iiquivalent. Die Abbildung f1 aus Satz 2.5.a(a) bildet Lcisungen von (2.95) auf
L<isungen von (2.101) ab, und Ft(x,.) ist fi ir beliebiges n € % ein Homoomorphismus auf ,Y x )
m i t  F 1 ( n , 0 , 0 )  =  ( 0 , 0 ) .

Nun betrachtet man den diskreten dynamischen Prozefi

n '  =  A (k ) r  +  F (k , r , ss (k , r ) )  . (2.1.02)

Fiir beliebiges festes k e T' ist die rechte Seite dieses Prozesses ein Homoomorphismus auf ,t:
De{ in ie r t  man n iml ich  P(k ,  r ,y ) :=  (A(k ) r  +  F(k , r ,y ) ,B(k )y  +  G(k , r ,A) ) ,  so  b i lde t  P(k , . , . )
wegen Satz2.3.L(a) tnd, (Hl) die Menge So,r r= {(k,r,se(k,c)):x e X} hom6omorph auf die
Menge 5o,r+r r :  {(k* 1,o,sq(k* 1,c)) :  r  e X} ab, weswegen sich die rechte Seite von (2.102)

als Hintereinanderausfiihrung dreier Homtiomorphismen darstellen l6fJt :

o Zund,chst wird u € .V auf (r, se(fr, c)) abgebildet. Die stetige Umkehrabbildung ist die
Einschrd,nkung der Projekt ion r :  X x!  -  X, def iniert  durch r(x,y):= rr  auf  ̂ 90,r .

o Der Punkt (c, se(k, u )) wird sodann mittels P(k,.,.) homoomorph nach ,9o,*+, abgebildet,

o und von dort mittels der Einschrdnkung von 7r auf 5s,p11 auf den gewiinschten Bildpunkt
A(k)r + F(k,r,ss(k,,r)); die stetige Umkehrabbildung dieser letzten Teilabbildung ist

durch x,-  (r ,so(k * 1, ,r))  gegeben.

Ferner gilt fi ir beliebige k e7Z und r, r € X wegen (2.96), (2.69) und (1.70):

l l .F(k,  r ,  se(k,  c))  -  .F(e,  r ,  se(fr ,  r  ) ) l l  <
2I{2 L(2 - 2a - 2I{ L\

"  " '  ( 2 - 2 a ) ( 2 - 2 a - 4 1 { L )

Beachtet man schlief3lidr, dafi wegen (2.96) die Ungleic-hungskette

erfiillt ist, so geniigt (2.L02) den Voraussetzungen von Lemma2.7.3(a). Damit existiert eine
stetige Abbildung Lr : % X X --+ X, die Losungen von (2.102) auf Lirsungen von n' = A(k)r

abbildet, mit L{k,0) = 0 atfi7l,. Vollig analog erhdlt man eine stetige Abbildung L2 : %x! - !
mit L2Qc,0) = 0 atf 71, die L<isungen von

y '  =  B(k )y  +  G(k , ro (k ,  y ) ,  y )

auf Lrisungen von y' = B(k)y abbildet. Ferner ist fiir beliebige rc € T' die Abbildung 41(rc, .) ein
Hom6omorphismus arf X, und 42(rc,.) ein Homoomorphismus auf ).

Die Definition
H(  * ,  € ,  q )  :=  (L ln ,  F  t t (n ,€ ,  q ) ) ,  L2(n ,  f  p (n ,  € ,  n )  ) )

liefert nun wie im kontinuierlicien Fall die Aussagen von Satz 2.7.4. O

Die Voraussetzung "A: T, -- gL(X) ging in dem obigen Beweis des klassischen Satzes von

Hartman-Grobman nur an einer Stelle ein - bei der Linearisierung des Teilprozesses (2.102).

Ohne diese Voraussetzung garantiert der Beweis von Satz 2.7.4 demnach noch das folgende

Ergebnis:

1 1 3
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Korollar 2.7.6 Gegeben sei wied,er der diskrete dynamische Prozefi

u t =

A(k )x  !  F (k ,u , y )
B (k )v  *  G(k ,n , v )

(2.103)

der den Voraussetzungen aon Satz 2.7.1 genilge. Die auf % d,efinierte Abbi,ldung A rlarf nun
jedoch Werte in L(X) annehmen. Betrachtet man noch den entkoppelten, teilweise linearen
Prozefi

y ' =
A(k)u + F(k,c ,  ss(k ,  r ) )
n(k)v (2.1.04)

so gi l t :  Es er ist ierenstet ige Abbi ld,ungenTt, '17:7LxX xJ/ -  Xx! rni t '17(x,0,0) = f{(n,0,0):
(0,0) auf 7,, die die Eigenschafien (c) und (d) aus Satz 2.7.1 aufweisen, souie ferner:

(a) Ist p, eine Lilsung aon (2.103), so ist11(.,pO) eine Lrisung uon (2.101).

(b) Ist u eine Ldsung aon (2.101), so istft(,r(.)) eine Ltisung uon (2.103).

Die dislcreten dynamischen Prozesse (2.103) und (2.101) sind also topologisch tiquiualent.

Was geschieht nun aber, wenn die rechte Seite der diskreten dynamischen Prozesse (2.95) bzw.
(2.103) in Satz 2.7.4b2w. Korollar 2.7.5 nicht invertierba"r ist? Ist diese Voraussetzung nicht viel
zu restriktiv? Zv Beantwortung dieser Fbagen soll im folgenden das ebene diskrete dynamische
System

y t =
f arctan c sin gr

2y
(2.105)

untersucht werden, das auf ein Beispiel von AuLBActt [6] zuriickgeht. Man iiberzeugt sich leicht,
dafi (2.105) fiir hinreichend kleines c ) 0 allen Voraussetzungen von Satz 2.7.4b2w. Korollar
2.7.5 geniigt - mit Ausnahme der Invertierbarkeitsvoraussetzungen. (Dazu setzt man etwa
A : =  0 ,  B  : =  2 ,  F ( r , y ) : -  f f  a r c t a n r  s i n g ,  G ( * , y ) : =  0 ,  / f  : - -  L ,  a : =  l ,  L : :  c . )

K i i rz tmand ierechteSe i tevon(2 .105)durch  P( r ,y ) := (+arc tanrs iny ,2y)ab ,so ld ,0 ts ich
die Wirkung der Abbildung P : IRz -' IRz folgendermal3en beschreiben (vergleiche Abbildung
2.8) :

o Fiir beliebiges k e T' werden alle Punkte der horizontalen Geraden {(c, kr) : r € IR} auf
den Punkt (O,Zkr) abgebildet.

o Fiir beliebiges y € IR\rZ wird die Gerade {(r,y): z e IR} homoomorph auf die Strecke

{ ( r ,2y) :  -c ls in  y l  <  r  <  c ls ing l }  abgeb i lde t .

Angenommen, (2.L05) kcinnte wie in Koroliar 2.7.5 entkoppelt und teilweise linearisiert werden.
Dann gdbe es eine Abbildung s : lR * lR, so dafi (2.105) dem System

(2 .106)

topologisch iiquivalent wd.re. Die Beziehungen (2.72) und (2.100) ga.rantieren damit eine Bijck-
tion 7t: IR2 -* lR2 mit

QH = ' l lP  ,

wobei Q durch Q@,y);= (s(c),2y) definiert ist. Das folgende Lemma zeigt, dafi eine derartige
Bijektion nicht existieren kann.

r '  =  s (c )

U ' = 2 Y
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P
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Abbildung 2.8: Ein Gegenbeispiel zum Satz von Hartman-Grobman

Lemma 2.7.6 Gegeben sei einc AbbiWung I : lR --+ R und, eine Konstante c > 0. Definiert
man zwei Abbild.ungen P,Q: IR2 * k2 durch

P( r ,y )  :=  ( ] - . r ro  xs iny ,2y) ,

e@,y) := 1i1r1,zy1 ,
so eristiert keine Bijektion'\{: IR2 - &2 rnit Q77 ='tIP.

Beweis: Angenommen, es gibe doch eine derartige Bijektion. Sei Mp C IR2 die Menge der
Punkte, die mindestens zwei Urbilder unter P besitzen, Me C R2 die Menge der Punkte mit
mindestens zwei Urbildern unter Q. Die oben beschriebene Wirkung von P impliziert dann
unmittelbar:

M p -  { @ , 2 * r ) : k e T , } (2.107)

(2.108)
Ferner gilt:

( r ,y)  e  Mp <+ H(r ,y)  €  Me .

Zum Beweis dieser Aussage sei zund,chst (x,y) € Mp. Es existieren also zwei verschiedene
Punkte  ( r r ,y t ) , ( rz ,yz )  €  ts2  mi t  ( r ,y )  =  P( " r ,y r )  :  P( r r ,Ur ) .  Dann g i l t  aber  ' t { ( r ,y ) :
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7 1 P ( r 1 , U r ) = 7 t P ( u 2 , y 2 ) u n d w e g e n  Q T t =  ? ( P s c h l i e f i l i c h T { ( x , y ) = Q T t ( r t , U r ) = Q 7 7 ( r r , y ) ;
die Bijektivitdt von H impls,ziert sofort Tl(rt,Ur) l '17(rr,9z), und damit 7{(r,y) e Mq. Analog
zeigt man die andere Richtung von (2.108).

Damit kann der abschliefiende Widerspruch hergeleitet werden: Wegen (2.108) ist die Ein-
schrd,nkung ?{lm" : Mp - Mg ebenfalls eine Bijektion, d.h. wegen (2.L07) ist Mq abzd.hlbar
unendlich, insbesondere nicht leer. Sei nun (c, y) e Me beliebig. Dann existieren zwei Punkte
( r t ,y t )  I  ( r " ,y2)  mi t  ( r ,y )  =  Q( r t ,y r )  =  ( " ( r r ) ,2y r ) :  Q( r r ,yz )  =  ( r ( r r ) ,2y2) ,  woraus
s(r1) = s(r2) und xr I rz (wegen h = Az) folgt. Fiir beliebiges y € IR erhdlt man nun aber

Q(r t ,  y )  =  (s ( r r ) ,2y )  =  ( " ( r r ) ,  2y )  :  Q@r,a)  ,  r r  I  rz  ,

und damit ("(rt),2y) e Mq fiir beliebige g € IR, im Widerspruch zur oben bewiesenen Abzd,hl-
barkeit von Mq. O

Dieses Lemma zeigt, da0 es - wie die Abbildung s : IR --+ IR auch definiert sein mag - keinen
Homiiomorphismus H : kz -- lR2 geben kann, der die Losungen des diskreten dynamischen Sy-
stems (2.105) auf L<isungen von (2.106) abbildet, d.h. (2.105) und (2.106) sind nicht topologisch
dqrriralent.

Das obige Beispiel (2.105) kann also nicht entkoppelt und teilweise linea,risiert, geschweige
denn ganz linea,risiert werden. Somit sind die Aussagen von Satz 2.7.4 rnd Korollar 2.7.5 fij;r
diesen Proze3 mit niclitinvertierbarer rechter Seite falsch - und die Invertierbarkeitsvoraus-
setzungen "gerechtfertigt." (Auch die eingangs aufgefiihrten Arbeiten zum klassischen Satz
von Hartman-Grobman fordern die Invertierba"rkeit der rechten Seite. Erst vor wenigen Jah-
ren versuchte QunNlr [27] das Ergebnis auf nichtinvertierba^re diskrete dynamische Systeme
auszuweiten.)

2.7.3 Der veral lgemeinerte Satz von Ffartman-Grobman

Zum Abschlu$ des zweiten Kapitels soll jetzt noch der verallgemeinerte Satz von Hartman-
Grobma,n fiir diskrete dynamische Prozesse bewiesen werden. Weitere Beweise findet man in
Ktncucn.tBoR, PALMon [19] (nur autonome Version) und Hrlcen [13].

Satz 2.7.7 (Verallgemeinerter Satz von Hartman-Grobman) Gegeben sei der diskrete
dynami,sche Prozefi

v -

A(k)x + -F(k,  r ,U, z)
n ( k ) v  +  G ( k , x , u , z )
C ( k ) z  +  H ( k , r , a , z )

(2.10e)

mit Banachrd,umen X, ! und. Z, sowie stetigen Abbildungen A:% --.QL(X), B :71 -- gL(y),

C  : 7 1  - - - +  g L ( Z ) ,  F  : 7 L x , t  x !  x  Z  - - +  X ,  G  : 7 1 ' x  X  x  ) x  Z  -  ! ,  H  : 7 1  x  X  x !  x  Z  - - - +  Z
m i t  F ( k , 0 , 0 , 0 ) : 0 ,  G ( k , 0 , 0 , 0 ) : 0 ,  H ( k , 0 , 0 , 0 ) : 0  a u f  7 1 , .  F e n t e r  g e l t e :

(H1) Di,e erueiterten ib"rgorg"obbildungenQ bzw. V bzw.7 der linearen Prozesse r' = A(k)r
bzw. y' = A&)y bzw. z' = C(k)z erfiillen d'ie Abschtitzungen

l l o (m,  n ) l l  <
l lv(rn,  n) l l  <
l l v (m,  n  ) l l  <
l l r (m,n) l l  <

mit Konstanten I i  21 und 0 (  or 1 az z-L.
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(H2)  F i l r  o I Ie  le  €V'  und(* ,y , r ) , (n ,y ,z)  €  X x !  x  Z g i l t

l l r ' (e ,  r ,U, ,z) -  F(k , i ,y ,z) l l  <
l l c ( k ,  r , u , z )  -  G(k , i , g , z ) l l  S  L l l *  -  i l l +  L l l y  -  r l l +  L l l z  -  z l l
l lH (k , r ,u , z )  -  H (k ,n , t , z ) l l  S  L l l ,  -  i l l  +  L l l y  -  y l l +  L l l z  -  z l l

mit

o < 1 . f f i G  + r  - \ t r + I { r ) .

(HS) Filr olle k € 7,, x € X, A e! und z € Z gilt

l l ^F(k ,  r ,U ,z ) l l<  M und l lV(k , r ,y ,z ) l l<  M

rnit einer Konstanten M > 0.

(Hl) Filr beliebiges k e 7L ist die rechte Seite uon (2.109) ein Homriomorphismus auf X xy x Z.

Dann er ist ierenstet ige AbbitdungenV,i :%x X xlx Z --+ X xy x Z und, ei ,ne eincleut ig
b e s t i m m t e F u n k t i o n ( " r , " r ) : T , x ! - - + X x Z m i , t V ( r c , 0 , 0 , 0 ) : V 1 r c , 0 , 0 , 0 ) = ( 0 , 0 , 0 ) u n d
(c1,c2)(n,0) = (0,0) aufIL, sowie folgenden Eigenschafien:

(a) Fur beliebige n e % und 11 € ! ist die L1sung p, aon (2.109) mit p,(n) - ("r(", T),n,cr(n,q))
die eindeutig bestimmte Ldsung aon (2.109) mit folgenden Eigenschaften:

(i) 1t2@) = r7.

(tt) p ist (utsz1- -quasibeschrd,nlct.

(iii,) p, ist (2 - -P)* -q"asibeschrtinlct.

Dartiberhinaus ist (q,cz) steti,g und eine Periodizitd,t der rechten Se'ite uon (2.109) in k
tibertrd,gt sich auf ("t, "r).

(b) Der gegebene Prozefi (2.109) ist d,em Prozefi

r '  = A(k)r
a '  =  B (k )y  +  G(k ,c r ( k , y ) , y , cz (k , y ) )
z' = C(k)z

(2 .110 )

topologisch tiquiaalent und es gilt:

(i) Ist p, eine Ldsung aon (2.109), so ist y(.,p(.)) eine Ltisung uon (2.110).

( i i )  Ist  u eine Ldsung uon (2.110),  so' istV(. ,r( . ))  eine Ldsung aon (2.109).

(i,i i) Fiir beliebiges x e 7L sind die AbbitdungenV(n,.) und,V(",.) einander inuers, mithin
Homdomorphismen auf X xy x Z.

( iu) Sind A, B, C, F, G und E periodischink mit  PeriodeO, so auchV undV.

Bemerkung: Fiir ein endlidrdimensionales, diskretes dynamisches System der Form

v -

Au I  F ( r , y ,  z )
By  r  G( r , y ,  z )
C z * H ( x , y , z )

( 2 . 1 1 1 )

mit A € K"' ,.B € KN"N , C e xtr-P*P , F : KM x KN x KP -- KM , G : KM xKN x KP -* KN,
H :KM x KN x KP -- KP, ist die Bedingung (H1) an die iib"tguogr.bbildungen erfiillt, wenn
fiir die Eigenwerte von .rt, B und C gilt:
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o Die Eigenwerte von A liegen im fnneren,

o die Eigenwerte von B auf dem Rand und

o die Eigenwerte von C im Au0eren des Einheitskreises.

Geniigt (2.111) auch noch den restlichen Voraussetzungen von Satz 2.7.7, ist es somit dem
linearen dynamischen System

x t = A r
y '  =  By  *  G(cr (y ) ,y ,cz (y ) )
zt  :  Cz

(2.rr2)

topologisch d,quivalent: Es existiert ein Homoomorphismus V : KM x KN x KP -r KM x
KN x KP mit  y(0,0,0) :  (0,0,0) auf IR, der Lcisungen von (2.111) auf Losungen von (2.112)
abbildet. Die rechten Seiten von (2.111) und (2.112) sind wieder topologisch konjugiert und die
Menge {("r(y), y,cz(y)): y e KN} ist eine globale Zentrumsmannigfaltigkeit fir das diskrete
dynamische System (2.111).

Beweis: Der Beweis kann fast wortwortlich vom Beweis des Satzes 1.7.4 abgeschrieben werden.
Man beachte auch den Beweis von Satz 2.7.4. O



Anhang A

Hilfsrnittel aus Analysis und
Funktionalanalvsis

Im folgenden werden einige Begriffe und Ergebnisse aus der Analysis und der nichtlinearen
Funktionalanalysis zusammengestellt. Die Siitze sind dabei meist nicht in vollster Allgemeinheit
a,ngegeben, sondern gemilS ihrer Verwendung im Rahmen dieser Arbeit.

A.1 Differential- und Integralrechnung in Banachrd.umen

Die aus der Analysis bekannte Differential- und Integralrechnung reeller Funktionen ld,fJt sich
ohne Schwierigkeiten auf Funktionen o : I --+ .Y iibertragen, wenn / C lR ein Intervall und
.t ein beliebiger Banachraum ist. Die in dieser Arbeit ben<itigten Ergebnisse sollen in diesem
Absclrnitt zusammengestellt werden. Sie sind den drei Biichern Dtnuooutt6 [8, pp. 142 170],
Lrtrs.rnRNIK, SoBoLEw [22,pp.287-299l und Zotot ER [30, pp. 75-78] entnommen; dort  konnen
auch die Beweise der Aussagen nachgelesen werden.

Sei .I C IR ein beliebiges Intervall und lf ein beliebiger (reeller oder komplexer) Banachraum.
Eine Abbildung r : I -- X heifit dann d,ifferenzierbar im Punkt f € /, wenn der Grenzwert

d 1i ( f )  := *rAl := l ig  i@ft  + h)  -  r ( t ) )  e x

existiert. Ist t ein Endpunkt des Interva[s .f, so ist der entsprechende einseitige Grenzwert zu
bilden. Die Abbildung c bei$t di,fferenzierbar, wenn o in jedem Punkt t € .f differenzierbar ist.
Die Abbildung i : I -. X nennt man dann Ableitung uon r. Wie in der gewohnlichen Analysis
ist eine Abbildung, die in einem Punkt differenzierbar ist, an dieser Stelle auch stetig. Ferner
gilt:

o Sind die Abbildungen r,y : I --+ .Y differenzierbar im Punkt t € I, so sind auch die
Abbildungen o + y und )r, wobei ) ein beliebiger Skalar ist, im Punkt I differenzierbar
und es gilt:

d d

f ; t*tt l+ y(t)) = i(t)+ i(t) und fttsr1l l  
= ) i(r) .

o Ist die Abbildung A : I -- L(X,)) differenzierbar in f, so sind fiir jedes ( € .Y und
= e L(X) auch die Abbildunge" A(.)g : I --+ )) und A(.)E : I --+ L(X,)) differenzierbar
im Punkt t und es gilt:

d

dt@ft )e)  
=  A( t )€ ,

119
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ftroul=l = A(t)7 .

o Mittelwertsatz d,er Differentialrechnung: Sei t :fa,b) --+ X eine differenzierbare Abbildung.
Dann gilt

l l ' (a)  -  " (a) l l  S (b  -  " ) .  sup{ l l i ( r ) l l  :  r  €  (a ,b) }
und

l l ' (a )  -  r ( " )  -  (b  -  a ) i ( rs ) l l  <  (b  -  a )  .sup{ l l t ( r )  -  t ( r r ) l l  :  t  e  (a ,b ) } ,

mit beliebigem /e € [a,b), sofern die angegebenen Suprema existieren.

Als nfichstes soll der Begriff des Integrals eingefiihrt werden. Da in dieser Arbeit nur iiber stetige
Abbildungen integriert wird, ist die folgende einfache Definition moglich:

S e i r : I - - - + X e i n e s t e t i g e A b b i l d u n g . E i n e A b b i l d u n g X : I - - + X h e i $ t S t a m m f u n l c t ' i o n a o n
/, wenn X differenzierbar ist und *1t; = r(t) fiir alle t € .I erfiillt. Wie in der gewohnlichen
Analysis liifit sich zeigen, da0 jede stetige Abbildung eine Stammfunktion besitzt, und da8
sich zwei verschiedene Stammfunktionen einer gegebenen Abbildung nur um eine Konstante
unterscheiden (vergleiche etwa DtnunoNNE [8, p. 159]). Fiir beliebige a,b € -I definiert man nun
das Integral tiber r uon a bis b durch

fb

J" 
r( t )dt := X(b) -  X(a) e X ,

wobci X eine beliebige Stammfunktion von r ist. Offensichtlich ist der Wert des Integrals von
der gewd,hlten Stammfunktion unabhd,ngig. Ferner gelten die folgenden Aussagen:

o Sind r,y:  f  --+,Y stet ige Abbi ldungen, so gi l t  f i i r  bel iebige a,b,c€.I  und jeden Skalar ) :

l b  lb  lb
I  @Q)1y( t ) )d t  =  I  r ( t )d t+ I  y f t1dt ,

J a  J a  J a

rb  fb
|  ( t r1 t11at  =  A l  x ( t )d t ,

J  a  Ja

fb  f "  f b

I  r ( t )d t  = |  r ( t )d t+ |  r l t )d t ,
J q  J a  J c

fb 1b

ll J" x@atl1 a I J" n,A)Md .

o Ist A € L(X,)) und r : I --.{ eine stetige Abbildung, so gilt fiir beliebige a,b e I:

I,o 
or1r1o, = o 

l"o 
x(t)dt .

o S e i r :  I x I  - - + . Y e i n e s t e t i g e A b b i l d u n g .  F i i r b e l i e b i g e s s  € . I s e i d i e A b b i l d u n g
r(.,s) : f --.t differenzierbar mit Ableitung *c(.,s) : -I --+ ,Y und die so entstehende
Abbi ldung &*(. , . ) :1x I  ---  X sei  stet ig.  Fi i r  bel iebiges o €.I  ist  dann die durch

y( t )  =  [ '  ,p ,s )ds

definierte Abbildung y : I --+ X differcnzierbar mit der Ableitung

ie) = r(t,t) * l" '  &,U. s)ds . (A.1)
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Schlie8lich soll noch der Begriff des uneigentlichen Integrals definiert werden. Sei dazu wieder
r i I ---+ # eine stetige Abbildung. Das Intervall I sei nach links unbeschriinkt. Existiert dann
fiir ein rz € .I der Grenzwert

f d  f d

J-**(')o' '= 'lill J, x(t)dt '

so nennt man ihn d,as uneigentliche Integral aon u auf (-cn,al. In diesem Fall existiert das
uneigentliche Integral von c auch auf (-*, b] fiir beliebiges b € .I und man nennt r uneigentlich
integrierbor auf I. Beziiglich der Existenz uneigentlicher Integrale ist das folgende Ergebnis
i,u0erst niitzlich:

o Sei .I C R ein nach links unbeschrd,nktes Intervall und x : I -'.Y stetig. Existiert dann fiir
ein a € .[ eine auf (-m,a] uneigentlich integrierba.re reelle Funktion rn : (-m,ol - IR.F
mit

l l '(t) l l  S -(t) f i ir a^lle t € (-m, al ,

so ist auch c auf (-oo,a] uneigentlich integrierbar und es gilt

f a  l o

l l /__ x(t)dt l l  s J-*m(t)dt 
.

Uneigentliche Integrale spielen bei der Konstruktion quasibeschrinkter Losungen linea.rer Diffe-
rentialgleichungen eine zentrale Rolle. In diesem Zusammenhang werden die folgenden Lemmata

ben<itigt.

Lemma A.1.1 Sei I C R ein nach linlcs unbeschrrinktes Interuall der Forrn (-crc,r], r € IR,
X,P seien Banachrtiume und x: I x I xP --+ X eine stetige Abbildung. Dartiberhi,naus gelte

l l r ( t , s , p ) l l < c ( t ) r n ( s )  f i i r a l l e  s 1 t ,  t , s € I , p € P ,  ( A . 2 )

mit stetigen Abbildungen c1m: .t -- IRj und m sei uneigentlich integrierbar auf I. Dann ist die

dutvh 
rt

U Q , p ) , =  J _ * x ( t , s . p ) d s
definierte Abbi,ldung y: I xP --+ X stetig.

Beweis: Wegen (A.2) und der vorausgesetzten Integrierbarkeit von nr existiert das uneigentlicire

Integral in der Definition von y fiir beliebige t € I rnd' p € P.
Seien nun to e I, po e P und e > 0 beliebig vorgegeben. Definiert man 1( :=

ist .Ii offensichtlich kompakt. Wegen der Stetigkeit von r existiert also ein 61 >
alle t € -I mit lt - tol < d1 gilt:

l t  -  to lma-x{ l l r ( r ,  o ,po) l l :  r ,o  € I { }  <  
1 

.

Ferner existiert gemiifi Lemma 4.2.6 ein 6z > 0 mit

l l r ( t , s , p )  - r ( t , " , p o ) l l .  
i  

f i i r a l l e  t , s € I { ,  p € B a , ( p o ) .

1n B( to) ,  ro
0, so dafJ fiir

(A.3)

(A.4)

Die Voraussetzung (A.2)irnpliziertfiirbeliebige $ ( fs, s ( I(,t € Ii undp € P dieAbschitzung

l l r ( t , s ,  p ) -  r ( t o , s , p o ) l l  !  c ( t ) m ( s )  +  c ( t o ; n r 1 s )  <  2 m a x { c ( r )  : r  e  I { } ' m ( s )  ,
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d.h. wegen der uneigentlichen Integrierbarkeit von nz existiert ein rs ( to mit

l T o

J .  _ l l r t r , s ,p ) -c ( t6 ,s ,p6) l lo " .1  
f i i r  a l le  t  €  I {  ,  peP.  (A .5)

Abschliefiend liefert die nochmalige Anwendung von Lemma 4.2.6 ein 63 > 0 mit

l l u ( t , s ,p ) - r ( t o , s ,po ) l l  < - r :  ,  f i i r a l l e  s€ [ re , te ]  ,  (A .6 )"  4( te  -  re)

s o f e r n l t - t o l + l l p - p o l l  ( 6 e .  S e t z t m a n n u n 6 : = m i n { I , 6 r , 6 r , 6 3 } , s o g i l t f i i r a l l e ( t , p ) e I x P
mi t  l f  - t o l  * l l p -p " l l  <6zundchs t t€1 ( ;  (A .3 ) , (A .a ) imp l i z i e rend ieAbsch i t zung

1t  1 t  1 t
I  I  l l c ( t , s ,p ) l l d " l  <

J t o  J t o  J t o

a

€ € €

(A.5) und (4..6) ergeben

f t  o l ro

I  l l * ( t ,s,p) -  r ( f6,  s,po) l lds = I  l l * ( t ,s,p) -  n( ts,s,po) l lds +
J - a  J - o

f t o
+ I  l l x ( t ,  s ,p )  -  r ( to ,  s ,  ps ) l lds  <

Jro
- e L

worans insgesa.mt die gewiin schte Abschd,tzung

l la f t ,p \ -  y ( tg ,po) l l  =  l l  I_- r ( f  ,  
s ,  p) i ts  -  

I '_* r r r " ,s ,pe)ds l l  
<

1 t  f t o

J t o  J - o

folgt. Damit ist das Lemma, tr"*iJr"o.- O

Die Differenzierbarkeit ist Gegenstand des nichsten Lemmas.

Lemma A.1.2 Sei I CR. ei,n nach li,nlcs unbeschrtinktes Interaall der Fonn (-x,r], r € JR,
X ein Banachraum u.nd r : I x 1 -+ X eine stetige Abbildung. Fenrer seien die folgenden
Beelingungen erfiillt:

(a) Frir beliebigest € I ist r(t,.) uneigentlich integrierbar auf I.

(b) Ftir beliebiges s € I ist r(.,s) differenzierbarrnit Ableitung *t(.,").

(c) Die Abbi ldung &*(. , . ) : . I  x I  -- .  X ist  stet ig.

(rt) Es eristieren stetige Abbildungen c,m : I --+ RI rnit

n
l l f i *1 t , s ) l l  5 !  c ( t )nz (s )  f i r a l l e  s ( f  ,  t , s€1 ,

und m sei uneigentlich integrierbar auf I.
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Dann ist die d.urvh 
fi

/(t) := 
J_**(t, 

")d"

definierte Abbildung y : I -+ X differenzierbar mit Ableitung

!(t) -- r(t,t) + I '  *ftrP,qa" .

Beweis: Sei to € -I beliebig. Es soll gezeigt werden, dafl y in ts differenzierbar ist, mit der oben
angegebenen Ableitung. Definiere dazu I{ := I n Br(tg). Dann ist .[f offensichtlich kompakt.

Ferner sei b < ls eine beliebige, aber feste, reelle Zahl mit b (.Ir . Wegen

1b 1 t
y(t)  = 

J_**( t ,s)ds 
f  

Jo 
x( t ,s)ds

und
d  r t  l t A

A J ,  
,Q,s )ds  =  r ( t , t ) t  

Jo  *x ( t ,s )ds
geniigt es offensichtlich die Giiltigkeit von

d  f b  r , ,  f b  o

* J-*x( t ,s)ds l t=to = 
J-*  at 'Go'")4" 

(A'7)

n a c h z u w e i s e n . S e i d a n t e > 0 b e l i e b i g . S e t z t m a n M : = m a x { c ( t )  : t € . I ( } , s o g i l t f i i r b e l i e b i g e

t e Ii und s ( b die Ungleichung

l l * r ( t , s ) l l  (  M r n ( s ) .t ' 0 t

Da m uneigentlich integrierbar auf -I ist, existiert ein a < b mit

l " *zu*{s)ds<f , ,
woraus mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir beliebige s ( a < 6 und beliebiges

lr  mit  0 < lhl  (  l  und to*h € lsofort  dieAbschi i tzungen

1 . .  . a  a  a
,. l l r t t .  *  h,  s) -  r( fo,  s) -  hfrz(ts,  s) l l  <
l n l

und

l l i ,  I:_tr(ro * h,s)ds - 
+, Lr(rs, 

s)ds - 
l:-*:,ro,s)dsll I

f d  1 . .  . 0
S J_* Wll t( to 

+ h, s) -  r( ts, s) -  hf ir( to,s) l lds J

f q €

folgen. Ferner ist $r gleichmiiBig stetig auf .K x [o,b], d.h. es existiert ein positives 6 < l mit

A A €
l l f ixlto + h' s) - 

h*fto'") l l  < '2(b - a)
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fi ir beliebige s € [o,6] und beliebige h mit 0 < lhl < 6,,to *h € /, sowie

s
fr tl"tt" * h, s) - r(to,, i - h*.(ro, s)ll <

sup{ l l  * r r t ,q -  f t ,p , ,s ) l l :  l t -  to l  <  lh l  <  6  ,  t  €  I ( }  <
e

2(b  -  a )

und

1  t b  1  r b  r b h
l l i J, r1t" I h, s)ds - 

; J" c(to, s)ds - 
J" ;r1e, s)dsll <

s [ '  * l l " ( to + h.s)-  c( to,s)  -  hf t r1to,s) l lds I
Ja l l t l  

F F

Insgesamt gilt also fiir beliebige h mit 0 < lhl < 6 und to * h € I:

| i  l :_r(ro + h,s)ds - ;  
I :_r(ro,s)ds l :_*,u",s)dsl l  J

l f a l l d f a a

* l l i l" xfto + h,s)d,s - 
i l" 'r(to,s)ds 

- 
l"' &,ue,s)dsll <

womit (A.7) gezeigt wd,re. Damit ist das Lemma bewiesen.

A,2 Der Banachsche Fixpunktsatz und verwandte Ergebnisse

Eine zentrale Frage der nichtlinearen Funktionalanalysis ist ohne Zweifel die Frage nach der
Existenz und Eindeutigkeit von Fixpunkten gewisser Abbildungen. Das spiegelt sich auch in
der vorliegenden Arbeit wieder - kaum ein Beweis kommt ohne den Begriff des Fixpunktes
aus. Alle dabei zitierten Sitze haben ihren Ursprung im allgemein bekannten Banachschen
Firpu,nktsatz.

Satz A.2.1(Banachscher Fixpunktsatz) Sei X ein Banachraum und T : X -- X eine
Kontraktion, d.h. fiir beliebig€ 11,12 € X gelte

llTrt - Trrll < kllrl - r2ll ,

mit einer Konstanten 0 < e { l. Dann besitztT genau einen Fixptunkt in N, d.h. es existiert
g e n & u e i n x € X  m i t T r = r .

Beweis: Siehe etwa L:us'r tnNtx, SoaoLEw 122, pp. 26ff ] .  O

Fiir Kontraktionen auf Banachriumen ga,r'antiert der Banachsche Fixpunktsatz also einen ein-
deutig bestimmten Fixpunkt. Hiiufig jedoch, wie etwa in dieser Arbeit, hiingt die Kontraktion
? auch noch stetig von einem Parameter p ab. Hd,ngt dann der vom Banachschen Fixpunktsatz
gelieferte Fixpunkt ebenfalls stetig von diesem Parameter ab? Eine positive Antwort gibt das
folgende gleichmiiSige Kontraktionsprinzip.
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Satz A.2.2 (GleichmiifJiges Kontraktionsprinzip) Sei X ein beliebiger Banachraurn, P
ei,nmetrischer RaumundT: X xP -- X eine stetige Abbildung. IstT eine glei,chmri$i.ge
Kontralction, d.h. gilt fur beli,ebige r1,r2 € X und p eP

l lT(r ' ,p)  -  T(*r ,p) l l  S hl l r '  -  rz l l  , (A.8)

mit einer Konstonten 0 S k 1 L, dann eristiert zu jedem p e P genau ein Firpunkt t(p) € X
aonT(.,p):  X --  X und d, ie Abbi ldung t :P --+ X ist  stet ig.

Beweis: EsistnurdieStet igkeit  vontnachzuweisen. Seiendazu p,po€ Pbel iebig. Danngi l t :

l l t(p) - t(po)ll = l lr(t(p),p) - "(r(po),po)ll S
S l l r ( t (p) ,p)  -  T(t(po),p) l l  + l l r ( t (po),p) -  T(t(po),p ' ) l l  S

und damit
1

l l t (p )  -  r (p ' ) l l  <  t  _  k l l r ( t (po) ,  
p )  -  T ( t (po) 'po) l l '

Wegen der Stetigkeit von ? gilt l lT(t(pr),p) - T(t(po),po)ll - 0 fiir p + pot d.h. man erhiilt

l lt(p) - r(po)ll -r 0 fiir p + po.Da.raus folgt unmittelbar die Stetigkeit von t. O

Eine Konsequenz des gleichmiifiigen Kontraktionsprinzips ist das folgende Korollar iiber Storun-
gen stetiger Isomorphismen, das im zweiten Kapitel mehrfach ben<itigt wird.

Korollar A.2.3 Seien X, ! undP beliebige Banachriiume, L e L(X,!) ein stetiger Isomor-
phismu.s und S : X xP --+ ! eine stetige Abbi,Idung mit

l lS(r ' ,p) -  S(rr,p) l l  S fr l l r '  -  "1- l l

f t i r  bel iebig€r1,n2e X, p€P. Erf f i l l t  d,annd, ie Konstantek) 0 die Ungleichung hl l r-r l l  < 1,

so ist fi lr jedes p eP die durch N(r,p):= Lx * S(c,p) definierte Abbi'ldung /{(',p) : X "+ ))
bijektia mit Umkehrabbildung /{-t(.,p) :! - X, und /[-1 : ] xP --+ X ist stetig.

Beweis: Nach dem Satz von der offenen Abbildung (vergleiche etwa Yostol [29, pp. 75ff]) ist

mit .D auch,t-r stetig. Definiert man fiir beliebige x €. X, y € y :und, p e P

T ( r , y , p ) : =  L - t y  -  L - |  S ( r , p )  ,

s o i s t d i e A b b i l d u n g T : X x l x P - - + . t s t e t i g . F e r n e r i s t f i i r b e l i e b i g e r l , r 2 € X , a € ! , p e P
die Abschiitzung

l lT( r ' ,y ,p)  -  T( r r ,a ,p) l l  =  l l I - r (5(c  up)  -  S(r r ,p) ) l l  <  k l l r - ' l l  . l l r '  -  , r l l

erfiillt, d.h. wegen kf1-t ll < 1 ist 7 eine gleichmii0ige Kontraktion. Fiir beliebiges y € !, p €P
existiert deshalb mit Satz A.2.2 genau ein Fixpunktt(y,p) € ,t von T(.,y,p) und die Abbildung

t : ! xP -- X ist stetig. Wegen

r = t ( y , p )  < +  r = T ( r , y , p )  < +  r = L - t u - L - r S ( r , p )  < +  u = L r ) - S ( r , p )

ist t die versprochene stetige Umkehrabbildung. O
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Das gleichmii0ige Kontraktionsprinzip wird in dieser Arbeit mehrmals erfolgreich angewandt. In
gewissen Situationen ist es jedoch zu schwach, wie etwa beim Beweis der Existenz und Stetigkeit
der allgemeinen Lrisung einer parameterabhiingigen Differentialgleichung im ersten Abschnitt
des ersten Kapitels. Die dabei auftauchende Abbildung erfiillt zwar die Abschd,tzung (A.8), die
Konstante k ist jedoch im allgemeinen nicht kleiner a.ls 1 - und damit ist Satz A.2.2 nicht
anwendbar. Da,B die Abbildung dennoch einen eindeutig bestimmten Fixpunkt besitzt, ist eine
Konsequenz des folgenden Satzes, der im wesentlichen dem Buch D,qlscxtt, Knuu [7, pp. 52f]
entsta,mmt.

Zund.chst mu8 aber noch eine Bezeichnung eingefiihrt werden. Ist ? : X x P -- ,t eine
Abbildung, so wird die n-te Iterierte T" : X xP --..t folgenderma3en rekursiv definiert:

f i i r  ( * ,p)  e  X xP . (A.e)

Man iiberzeugt sich leicht, dafi fiir beliebiges n ) 2 auch die Beziehung

T" (T (r ,  P),  P) = T"*t  (r ,  P)

erfiillt ist. Damit kann der angekiindigte Satz formuliert und bewiesen werden.

Satz A.2.4 Geqeben sei ei,n beliebiger Banachraum X, ein metri,scher Raum P, souie eine
stet ige Abbi ldungT: X xP --  X. Fem,er er ist iere eine Konstante0 < k <L und einn €N,
so dafi f{ir beliebig€ x1,x2 € X und p €P die Abschritzung

l lT"(r ' ,p) -  T"(rr,p) l l  < hl l r ' ,  -  *r l l

erfii l lt ist. Dann gibt es zu jedemp €P genau einen Fixpunktt(1t) aonT(.,p), X --+ X und die
Abbi,ldung t :P --+ X ist stetig.

Beweis: Mit Induktion folgt aus der Stetigkeit von ? leicht die Stetigkeit von 7". Auf ?" ist
also das gleichmifiige Kontraktionsprinzip anwendbar, d.h. zu jedem p e P existiert genau ein
Fixpunkt t(p) von T"(.,p), und die Abbildung I ist stetig.

Bleibt nur noch zu zeigen, da0 t(p) der eindeutig bestimmte Fixpunkt von ?(.,p) ist.
Zund,chst erhiilt man mit der obigen Definition der Iterierten die Beziehung

T"(T( t (p ) 'p ) ,p )  =  T"* ' ( t (p ) ,p ) :  T (7" ( t (p ) ,p ) ,p )  =  T( t (p ) ,p )  ,

da t(p) Fixpunkt vonT"(. ,p) ist .  Also ist  auch T(t(p),p) ein Fixpunkt von T"(. ,p),  und mit
der Eindeutigkeit des Fixpunktes folgt

T(t(p),p) = t(p) .

Somit ist /(p) ein Fixpunkt von T(.,p). Sei nun abschlie3end r ein beliebiger Fixpunkt von
T(.,p). Mit Induktion erhdlt man leicht T"(*,p) = z, d.h. r ist auch Fixpunkt von 7'(.,p),
und deshalb gilt r = t(p). Damit ist alles gezeigt. O

Die Stetigkeit der Abbildung T : X x P --+ # ist eine zentrale Voraussetzung in den Sd.tzen
A.2.2 und A.2.4. Um den Nachweis dieser Stetigkeit in den Anwendungen moglichst einfach zu
gestalten, wird in dieser Arbeit hiufig das folgende Lemma verwendet.

Lemma A.2.5 SeienX,!  bel iebige Banachri iurne,P einmetr ischer Raumund,T: XxP - !
eine Abbildrmg, die den folgenden Bedingungen geniigt:
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( 1 ) E s e r i s t i e r t e i n e K o n s t a n t e k € R o ' , s o d , a $ f i i r b e l i , e b i g € r 1 , r 2 e X u n d p € P d i e
Abschtitzung

l l " ( r ' ,  p)  -  T( rz ,p) l l  S r l l r '  -  * r l l

erftillt ist.

(2) F{ir beliebiges n € X ist d,ie AbbitdungT(r,.):P - ! steti.g.

Dann ist die Abbildung T stetig.

Beweis: Seien rq € ,t und po € P beliebig, aber fest. Dann folgt aus der Beziehung

l lT(r ,p)  -  7(ro,po) l l  < l l r@,,p) -  T(*o,p) l l *  l lT(rs,p) -  7(ro,po) l l  <

mit den Voraussetzungen (1) md (2) sofort:

T(r,p) --+ T(rs,po) f i i r  (r ,p) -  (ro,po) .

? ist also stetig in (zs, po) e X xP. Da dieser Punkt beiiebig gewihlt war, erhdlt man unmit-
telba^r die Behauptung. O

Schlie3lich wird im ersten Kapitel bei der Anwendung dieses Lemmas auf Integraloperatoren
noch das folgende einfache Ergebnis benotigt.

Lemma A.2.6 Gegeben seien ein kompalcter metrischer Raum Ii , Banachrd,ume X und ! , eine
offeneTei lmengeM CX, sowieeinestet igeAbbi ldung f  : I {xM -! .  Dannexist iertzu jedem

e ) 0 und ts € M ein 6 > 0, so d,afi

l l f ( t , r ) - f ( t , r o ) l l  < e  f r i r b e l i e b i s e  x € . 8 6 ( r s )  u n d  t € I (

erfiillt ist.

Beweis: Angenommen, die Aussage des Lemmas ist falsch. Dann existiert ein e ) 0, ein
rs € M, und eine Folge (t", r")Lr C /( x M mit

1
l l r "  -  " ' l l  <  

o  
und l l f ( t " ,x " )  -  f ( t " , re ) l l  >  e  >  0

fiir beliebige n € IN. Wegen der Kompaktheit von ,If ist die Folge (t")[, o.B.d.A. konvergent
mit Grenzwert f6 € 1( (etwa durch Ubetgaog zu einer geeigneten Teilfolge). Die Stetigkeit von

/ impliziert jedoch mit lim,*- r, = ro die Gleichung

J$ /1t" , rn) = f (to, ro) = 
Jilg f (t^, ro) ,

d.h. im Widerspruch atl lf(t",r,)- f(t^,ro)l l 2 6 ) 0, f i ir beliebige n € IN, gilt

Jgg l l / ( t " ,  x,)  -  f ( t^ ,00) l l  = o .

Damit ist alles gezeigt. O
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A.3 Asymptotisches Verhalten von Matrixfunktionen

Im Hinblidr auf die Anwendung der allgemeinen Ergebnisse dieser Arbeit auf autonome endlich-
dimensionale Differential- und Differenzengleichungen werden Abschd,tzungen fiir die Ubergangs-
ma,trizen homogener linearer autonomer Systeme ben6tigt. Die iiberga^ngsmatrix eines derarti-
gen Differentialgleichungssystems ist die Matrixexponentialfunktion (eine sehr ausfiihrliche Da^r-
stellung findet man in HlRscH, Sualp [14, pp. 29-143]), die eines Differenzengleichungssystems
eine Matrixpotetz. Diese beiden speziellen Matridunktionen werden im folgenden behandelt.
Zund,chst soll jedoch an ein Ergebnis aus der linearen Algebra erinnert werden:

Satz A.3.1 (Jordansche Normalform) Gegeben seien ein N € IN und ein M e QN"N .
Dann exist'iert e'ine reguld,re Matrir A € ON'N, so da$ d.ie Matrix J = RMR-r uon der Form

J  =  d . i a g ( J r , . . . , J n ) ,  n  €  I N ,

ist, mit Matrizen

Jp = \pid.+ D -

0

und D:= (6;11, i) ; , j=r, . . . ,Nr.  Dabei ist  \p ein Eigenuert  uon M
Ist dartiberhinaus ein Eigenuert ) € "(M) halbeinfach, d.h.
geometrische Vielfachheit tiberein, so sind alle Jordanbl1cke Jp
" 1 6 = ( ) 1 ) e o .

Beweis: Siehe etwa Gnnus [9, pp. 383-413].

Dieser Satz wird im folgenden mehrfach verwendet.

€ (DN*xw* , .lfr € IN ,

u n d  e s  g i l t  { ^ r , . . . ,  ) , }  =  o ( M ) .
stimmen seine algebraische und
mit ),x = \ eindimensional, d.h.

0

0

1
,\1

0

1

) k

. . :

,\3

0

:
0

1

)ft

o

A.3.1 Die Matrixexponentialfunktion

Mcjchte man die allgemeine Losung des homogenen linea^ren autonomen Systems

E = A . l (A .10 )

fiir eine beliebige Matrix A € KN'N beschreiben, so bedient man sich bekanntlich am besten
der iibergangsmatrix iD(t, s). Fiir lf = 1 sieht man leicht, da3 die Ub"tg.ogr*atrix durch
O(i, s) - "A(t-s) gegeben ist. In Analogie zu diesem einfachen Spezialfall definiert man fiir eine
beliebige I[ x trf-Matrix A eine neue Matrix eA € KN'N.

Sei dazu ll.l l eine beliebige Norm auf KN; die von dieser Norm induzierte Matrixnorm auf
6NxN wird ebenfalls mit ll . l l bezeichnet. Fiir beliebiges A € KN'N erhdlt man dann aus

l lfr.ertt <frtt,ntt- riir ke INo

und der Konvergenz der reellen Folge (fi=, *llalln)to, dafi die Folge (Dl=o ian)Lo im Ba-
nachraum 6NxI{ eine Cauchy-Folge, und damit konvergent ist. Ferner ist dieser Grenzwert von
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der Norm ll .ll unabhd,ngig, da in endlchdimensionalen Banachrd,umen alle Normen d,quivalent
sind (vergleiche etwa Ltustonxtx, SotoLEw l22rpp.47frD. Bezeichnet man den Grenzwert mit

"o ,= i !,qu .'  ' -  ?^t t .  '

so ist die folgende Definition m<iglich:

Definition A.3.2 Die Funktion

f K""" --+ 11NxN
" * P ' 1  

A  H  e A

hei$t Matrixexponentialfunktion.

Mit Hilfe der Matrixexponentialfunktion kann man nun leicht die Ubergangsmatrix von (A.10)
angeben. Das erledigt der folgende Satz, der auch weitere Eigenschaften der Matrix eA enthd,lt,
die insbesondere zur expliziten Berechnung der Matrixexponentia.lfunktion benotigt werden.

Satz A.3.3 Seien /f e IN und A € KN"N behebi,g. Dann gilt:

(a) Die tlb"rgorgt*atrir des Systems (A.10) lautet iD(/,s) - "A(t-s).

(b) I -st  B € KN'N mit  AB - BA, so gi l teA+n - eAeB.

(c) Ist ft € KN'N regukir, so gilt eA - n-reRAR-'R.

(d) Ist  A uon der Forrn A= diag(Al, . . . ,  A^) mit  Ar € KN*'"*,  "o erhr i l t  man

e A  =  d , i a g ( e o '  r . . .  r e A " )  .

Beweis: Siehe AruraNN [1, pp. 151ff ]  oder KltoslocH, K. lpppt [20, pp.80ff l .

Mit diesem Satz sind bereits alle Hilfsmittel bereitgestellt, um die in Kapitel 1 benritigten
Abschd,tzungen fiir die Ubergangsmatrix von (A.10) herzuleiten. Es zeigt sich, dafl allein die Lage
der Realteile der Eigenwerte von A die Quasibeschrd,nktheit der Ubergangsmatrix bestimmt.

Satz A.3.4 Seien N €N und, A € KN'N beliebig. Dann gilt fi ir beliebige l,s € IR.'

(a) Zu jedem 0 > oh^*(A) edstiert ein I( : I{(B) 2 L mit

l l e A t , - " 1 1 1  < y " e 3 - s )  f i r a l t e  f  2 s .

Sind, alle Eigenwerte aon A mit Realtei,l oi"*(A) halbeinfach, so ist auch B = ok^*(A)
wtihlbar.

(b) Zu jedem a < oi1^(A) eristiert ein I{ = ltl(a) ) L mit

l l e A t , - , ) ; l S K " " t t - q  f i i r a l l e  f  ( s .

Sind alle Eigenwerte aon A mi,t Realteil oii"(A) halbeinfach, so ist auch a = oi-i,,(A)
wiihlbar.
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Beweis: Es wird nv (a) bewiesenl die Giiltigkeit von (b) erhalt man vollig analog. Wegen
der Aquivalenz aller Normen auf KN"N kann man sich auf den Spezialfall ll ll : | .1, ,1",
Spaltensummennorm beschrd,nken. Da dariiberhinaus jede reelle Matrix als komplexe Matrix
mit derselben Spaltensummennorm aufgefa"0t werden kann, mu0 der Fall K = IR nicht eigens
behandelt werden. Sei also im folgenden K = O. Der Beweis wird in drei Teile unterteilt.

( i )  Sei zund,chst N >2 und A € ON"N ein Jord.anblock, d.h.,4 = ) id*D mit  )  e C und
D = (6;+ui);,j-r,...,,.0 (vergleiche Satz A.3.1). Wegen (^id), = D()id) liefert Satz A.3.3 (b) fnr

beliebiges r € IR die BeziehurrgeA' - "{)jd)'"o'. Satz A.3.3(d)impliziert ferner "{rid)' : e^'id.
Bea,chtet man schliefilich, dafi D nilpotent ist, so folgt mit Definition A.3.2 unmittelbar

eA'  =  eA '

0

und
N - l  t _ t *  N - l  t r t *

l " o ' 1 , = l ' ^ ' l  I ? = " " " D t f  m i t  r = R e ) .
r=u  "  f t =o  ^ '

Fiir beliebiges B > d;"*(,4) = r ist offensichtlich r - B <0, d.h. man erhdlt

N - 1  l - l t

leA,lrs-a, = sr(r-B1 I_ ? 
* O fiir r --+ oo .

r = u

Also existiert lf := sup{leA'lte-0' : r e lRf} ) l und fiir alle r = t -s 2 0 gilt somit

leA(t- ') ; ,  < 7S"FU-s) .

Die geforderte Abschd,tzung ist demnach erfiillt.

(ii) Sei nun -lf = 1 und a : ()) € C ein eindimensionaler Jordanblock. Dann erhd,lt man
nnmittelbat "A(t-s) -  " \ ( t -s),  und damit leA(t- ' ) ; ,  = ler(r- ' ) ;  

-  er( t-s))  wobei r  = Re) wieder
der Realteil von ) sei. Fiir beliebiges B ) oi^.*(A) = r gilt also

le l ( r - ' ) ; ,  -  " r ( t -s )  <  "a t -s )  f i i r  t  )  s ,

und mit .Ii := 1 folgt die Behauptung.

(iii) Sei nun ,4. € (DN'n{ be[ebig, If e IN. Gemdfi Satz A.3.1 existiert eine reguldre Matrix
A € ON'N, so da8 J = RAR-I von der Form

" I = d i a g ( " I r , . . . , J n )  m i t  4 = ) * i d + D € 6 N r x N r  u n d  ) r e  o ( . 4 )

ist. Gilt nun B > o;".(A) - oder ist B = o;".(A) und alle Eigenwerte mit Realteil o[.*(A) sind
halbeinfach - so erhdlt man wegen (i), (ii) und Satz A.3.1 zu jedem k = 1, . . . , n ein lfr > 1
mit

lutr' lr 1 Ii1,eP' fiir alle r ) o .

_ N -  I

IN-f

T .

t
T

I r

0  " .

;
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Wegen der Definition der Spaltensummennorm und Satz A.3.3(c),(d) folgt daraus fiir beliebige
, € R ; F

l "o '1 ,  <
=  l B - t l ,  l B l l  l d i a g ( e t " , . . . , e t " , ) |  =

=  l B - t l r  l - R l 1  m a x { l e t * ' 1 ,  t  k  =  1 , .  .  . , n }  I

M i t  I f  : =  l . E - r l 1 l . R l 1  m a x { / f * t k =  1 , . . . , r r }  >  l  u n d r = t - s  2  0 f o l g t  d i e  B e h a u p t u n g .  O

Satz A.3.4 ermoglicht beispielsweise die folgenden Aussagen iiber das Verhalten der allgemeinen
Lrisung A(t ;r ,€) -  eao- '){  von (A.10):

o Sind die Realteile aller Eigenwerte von ,4. negativ, so konvergieren alle Lrisungen von (A.10)
fiir I --+ m gegen 0.

o Sind die Realteile aller Eigenwerte von A kleiner oder gleich 0 und die Eigenwerte mit
Realteil 0 halbeinfach, so sind alle Losungen von (A.10) fiir t -+ m beschrinkt.

In beiden Fdllen kann man leicht zeigen, da3 auch die Umkehrung der Aussage richtig ist;
vergleiche dazu Altarurv [1, pp. 163ff].

A.3.2 Matr ixpotenzen

Im Gegens atz zrt den Differentialgleichungen kann die Ubergangsmatrix einer homogenen li-
nearen autonomen Differenzengleidrung iuf3erst leicht angegeben werden. Betrachte dazu das
System

6-TA ( A . 1 1 )

mit einer beliebigen Matrix.A € KN'N. Die Ubergangsmatrix Q(m,n) von (A.11) lautet

Q(m,n) = !m-n f i i r  rn )  n -

Ist A reguld,r, so erhdlt man weiter

Q(m,n) = (A-r1-^ -  A 
- '  

f i i r  m < n .

Analog ntSatzA.3.4 konnen nun die Abschiitzungen fiir die Ub"rg*gr-atrix von (A.11) herge-
leitet werden, die im zweiten Kapitel in nahezu allen Ergebnissen benotigt werden. Der folgende
Sa,tz zeigt, da$ a^llein die Lage der Eigenwerte von ,4. in der komplexen Zahlenebene die Quasi-
beschrd,nktheit der Ubergangsmatrix bestimmt.

Satz A.3.5 Seien trf e IN und A € KN"N behebig. Dann gitt fiir beliebige m,n e 7L:

(a) Zu jedem 0 > oo^^*(A) eristiert ein I( : Ii(B) ) L rnit

llA 
-"ll < I( B^-" fiir alle m ) n .

Sind alle Eigenwerte aon A mit Betrag oh"-(,4) halbei,nfach, so ist auch p : oL.*(A)
wtihlbar.

1 3 1
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(b) Ist Aregukir, so existiertzu jedem 0 < c< ohi"(/) ein I( = K(a) ) I mit

l lA 
-" l l  {  I ia^-n f i i r  al le m I  n .

Sind, olle Eigenwerte aon A rnit Betrag o!"n(A) halbeinfach, so ist auch a = ol,i"(A)
wtihlbor.

Beweis: Es wird wr (a) bewiesenl die Aussagen in (b) folgen unmittelbar durch Anwendung
von (a) auf .4-1. Wegen der Aquivalenz a,ller Normen auf KN"N kann man sich wied.er auf
den Spezialfall l l. l l = l.lt der Spaltensummennorm beschrd,nken. Da dariiberhinaus jede reelle
Matrix als komplexe Matrix mit derselben Spaltensummennorm aufgefa3t werden kann, wird
im folgenden nur der Fall K = O behandelt. Der Beweis erfolgt in drei Schritten.

( i )  Sei zundchst N >2 und.4 € ON'N ein Jordanblock, d.h.,4 = ) id*D mit  A e C und
D = (6;+t,j);,j-t,...,N (vergleiche Satz A.3.1). Dann gilt fi ir beliebige rc € INs

r  / \

A^ = () id + D)^ = t  [1 ) .r ' - 'p '  .
7* \ ' /

Mit DN = 0 und lDlr = 1 folgt hieraus fiir alle x) N - 1 und 0 > o!.^*(A) : l)l

N - l  / - \

A*lrg-*  = |  I  I  I  l r^- 'p ' | ,  0-*  <
r = o  \ ? /

ry_r /-\

7-_o \,1

= fry)^ H (:) r)r-n- o riir K--+ "o ,\ p  /  ? * \ i ) "

denn es gilt 0 <
stens trf - 1. Also existiert 1( :: sup{lA^lr7-* : n )- N - 1}. Setzt man schliefjlich
I i  : =max{ lAo l r0 -o , . . . , |A t - r l ,  p - (N -z ) , i ( }  >  t , soe rhd l t  man f i i r  a l l e  r c  :m-n20

lA  
- "1 , I  I {0  - "  .

Die geforderte Abschitzung ist demnach erfiillt.

( i i )  Sei nun. l [  = l  undA = ())  € O eineindimensionalerJordanblock. Fi i rbel iebiges B )
oh".(.4) = lAl gilt also

l A ^ - "  l r  =  l , \ - - ' l r  =  l ) l - - '  I  B m - n  f i i r  m )  n ,

und mit Ii := I folgt die Behauptung.

(iii) Sei nun ,4. € IDN'lr behebig, N e IN. Gemii0 Satz A.3.1 existiert eine reguld,re Matrix
R € CN'N, so da3 J = RAR-r von der Form

J =  d iag(J r , . . . , Jn)  mi t  " I r  =  ) r id  +  D egNrxNr  und \n  €  o (A)

ist. Gilt nun B > oh",(,4) - oder ist B = oh".(, ) und alle Eigenwerte mit Realteil ol"*(A) sind
halbeinfach - so erhdlt man wegen (i), (iE und Satz A.3.1 zu jedem k = I,. .., n ein I(k > 1
mit

l4lr < I{kB^ fiir alle rc ) 0 .
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Wegen der Definition der Spaltensummernorm und ,.I^ = diag("If ,...,J:) folgt daraus fiir
beliebige rc € INe

l / ^1 ,  =  l (R- rJR)^ i :  ln - rJ* f t | ,  <

=  l E - ' 1 , l A l l  l d i a g ( / | , . . . , / j ) 1 ,  =
=  l f t - t l t  l f i l l  max{ l f f l r  :  , t  =  L , . . . ,n }  1

M i t  / f  : =  l , R - r l 1 l . R l 1  m a x { / ( * : k =  1 , . . . , ? ? }  >  l  u n d  r c  = r n - n }  0  f o l g t  d i e  B e h a u p t u n g .  O

Auch Satz A.3.5 ermoglicht folgende Aussagen iiber das Verhalten der allgemeinen Losung
)(k;  rc,  O = / f t -^€ von (A.11):

o Sind die Betrd,ge aller Eigenwerte von ,4 kleiner als 1, so konvergieren alle Losungen von
(A.11) fiir k --+ oo gegen 0.

o Sind die Betrd,ge aller Eigenwerte von L kleiner oder gleich 1 und die Eigenwerte mit
Betrag t halbeinfach, so sind alle Losungen von (A.11) fiir k --+ oo beschrd,nkt.

In beiden Fdllen gelten auch die Umkehrungen der Aussagen.



Literaturverzeichnis

[1] H. Amann, Ordinary Differential Equations : An Introduct'ion to Nonlinear Analysi,s (De
Gruyter Studies in Mathematics, Volume 13). De Gruyter, Berlin - New York (1990).

[2] B. Aulbach, A reduction principle for nonautonomous differential equations. Archiv der
Mathematik 39 ( 1982), 2L7-232.

[3] B. Aulbach, Hierarchies of i,nuariant manifolds. Preprint Nr. L85, Universitd.t Augsburg
( 1e88).

[4] B. Aulbach, Vorlesung iiber d,ie "Qualitatiae Theori,e gewohnlicher Different'ialgleichungen."
Universitit Augsburg, Sommersemester 1990.

[5] B. Aulbach, Vorlesung iiber "Differenzengleichungen und dynamische Systerne. " Universitit
Augsburg, Wintersemester L990/1991.

[6] B. Aulbach, Vortragsmanuskript.

[7] Ju. L. Daleckii, M. G. Krein, Stability of Solutions of Differential Equations in Banach
Space (Tlanslations of Mathematical Monographs, Volume 43). American Mathematical
Society, Providence, Rhode Island (L974).

[8] J. Dieudonn6, Gru.ndztige d,er modernen Analysis, Band /. Vieweg, Braunschweig - Wies-
baden (1985).

[9] W. Greub, Linear Algebro (Graduate Texts in Mathematics, Volume 23). Springer, New
York - Heidelberg - Berlin (1981).

[10] D. M. Grobman, The topological classification of the uicinity of a singular point in n-
d'imens'ional space. Math. USSR-Sbornik 56 (1962), 77-94.

[11] J. K. HaJe, Ordinary Differential Equations. Robert E. Krieger, Malabar, Plorida (1980).

[12] P. Hartman, Ordinary Differential Equations. Birkhd.user, Boston - Basel - Stuttgart
(1e82) .

[13] S. Hilger, Ein Mafikettenkalkil,l mit Anwendung auf Zentrumsmannigfaltigkeiten. Dissefta-
tion, Universitd,t Wiirzburg (1988).

[14] M. W. Hirsch, S. Smale, Differential Equations, Dynam'ical Systems, and L'inear Algebra
(Pure and Applied Mathematics, Volume 60). Academic Press, San Diego (1,974).

[15] M. C. Irwin, Smooth Dynamical Systems (Pure and Applied Mathematics, Volume 9a).
Academic Press, London (1980).

134



LITERATUNVERZEICHNIS 135

[16] M. C. Irwin, A new proof of the pseudo-stable manifold theorem. Journal of the London
Mathematical Society (2) 2t (1980), 557-566.

[17] A. Kelley The stoble, center-stable, center, center-unstoble, unstable manifolds. Journal of
Differential Equations g (1962), 546-570.

[18] A. Kelley Stability of the center-stable manifold. Journal of Mathematical Analysis and
Applications 18 (1967), 336-344.

[19] U. Kirchgraber, K. J. Palmer, Geometry in the Neighborhood of Inuariant Manifold,s of
Maps and Flows and Li,nearizati,on. Preprint.

[20] H. W. Knobloch, F. Kappel, Gewdhnli,che Differentiolglei,chungen.B. G. Teubner, Stuttgart
(le74).

[21] V. Lakshmikantham, D. Tligiante, Theory of Difference Equations: Numerical Method,s and,
Applications (Mathematics in Science and Engineering, Volume 181). Academic Press, San
Diego (1988).

l22l L. A. Ljusternik, W. I. Sobolew, Elemente der Funlcti,onalanalysis. Harri Deutsch, Thun -

Frankfurt/Main ( 1979 ).

[23] I(. J. Palmer, A generalization of Hartman's li,nearization theorem. Journal of Mathematical
Analysis and Applications 41 (1973), 753-758.

[24] K. J. Palmer, Linearization near an integral rnanifold. Journal of Mathematical Analysis
and Applications 51 (1975), 243-255.

[25] V. A. Pliss, Principle red,uction in the theory of the stability of motion.Izv. Akad. Nauk
S.S.S.R., Mat. Ser. 28 (1964), I297-t324 (Russisch).

[26] C. C. Pugh, On a theorem of P. Hartman. American Journal of Mathematics 91 (1969),
363-367.

[27) J. Quandt, On the Hartman-Grobman theorem for rnaps. Journal of Differential Equations
64 (1986),  154-164.

[28] M. Shub, Global Stability of Dynamical Systems. Springer, New York - Berlin - Heidelberg
( 1e87).

[29] I(. Yosida, Functional Analysis (Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, Band
123). Springer, Berlin * Heidelberg - New York (1980).

[30] E. Zeidler, Nonlinear Functional Analysis and, its Applications, Volume I: Fired-Point Theo-
rerns. Springer, New York - Berlin - Heidelberg - Tokyo (1980).


	Inhaltsverzeichnis
	Einleitung
	Bemerkungen zur Notation
	1. Kontinuierliche dynamische Prozesse
	1.1 Grundlegende Definitionen und Ergebnisse
	1.2 Quasibeschraenkte Loesungen linearer Prozesse
	1.3 Der Hauptsatz ueber invariante Faserbuendel
	1.4 Invariante Faserbuendel durch Loesungen
	1.5 Faserungen des erweiterten Phasenraumes
	1.6 Das Reduktionsprinzip
	1.7 Die Saetze von Hartman-Grobman

	2. Diskrete dynamische Prozesse
	2.1 Grundlegende Definitionen und Ergebnisse
	2.2 Quasibeschraenkte Loesungen linearer Prozesse
	2.3 Der Hauptsatz ueber invariante Faserbuendel
	2.4 Invariante Faserbuendel durch Loesungen
	2.5 Faserungen des erweiterten Phasenraumes
	2.6 Das Reduktionsprinzip
	2.7 Die Saetze von Hartman-Grobman

	A. Hilfsmittel aus Analysis und Funktionalanalysis
	A.1 Differential- und Integralrechnung in Banachraeumen
	A.2 Der Banachsche Fixpunktsatz und verwandte Ergebnisse
	A.3 Asymptotisches Verhalten von Matrixfunktionen

	Literaturverzeichnis

