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Einleitung

Eine zentrale — wenn nicht gar die wichtigste — Methode der mathematischen Problembehand-
lung ist sicherlich die Reduktion schwerer bzw. ungeloster Probleme auf leichtere Probleme bzw.
bekannte Tatsachen. Der klassische Satz von Hartman-Grobman ist ein Beispiel dieser Methode
aus der Theorie der Differentialgleichungen. Er wurde in den sechziger Jahren unabhéngig von
HARTMAN [12] und GROBMAN [10] bewiesen und behandelt etwa das folgende Problem: Gegeben
sei ein autonomes Differentialgleichungssystem

i = f(a) (0.1)

mit einer stetig differenzierbaren Abbildung f : RY — R" und f(0) = 0. Neben (0.1) wird
noch das lineare System

i = Df(0)x (0.2)

betrachtet, wobei D f(0) die Jacobimatrix von f an der Stelle z = 0 bezeichnet. Dieses autonome
lineare System kann vollstindig gelost werden, d.h. die Untersuchung des Losungsverhaltens
bereitet keine allzu groBen Schwierigkeiten. Im Hinblick auf die eingangs erwdhnte Methode
ist es jetzt nur natiirlich zu fragen, ob mit Hilfe des einfachen Systems (0.2) Aussagen zum
Losungsverhalten des komplizierten Systems (0.1) gemacht werden konnen. Der klassische Satz
von Hartman-Grobman gibt unter gewissen Voraussetzungen eine positive Antwort:

Sind die Realteile aller Eigenwerte der Matriz D f(0) von 0 verschieden, so ezistiert eine Um-
gebung V. C RY wvon 0 und ein Homéomorphismus H : V. — H(V) C RY mit H(0) = 0, der
Lésungen von (0.1) auf Lésungen von (0.2) abbildet, solange sie in V verlaufen; entsprechend
bildet die Umkehrabbildung H™' Lésungen von (0.2) in H(V) auf Lésungen von (0.1) ab.

Bekanntlich nennt man in dieser Situation die Systeme (0.1) und (0.2) topologisch dquivalent.
(Siehe Abbildung 0.1.)

In den siebziger Jahren wurde das obige Ergebnis erweitert: der verallgemeinerte Satz von
Hartman- Grobman macht Aussagen zur topologischen Aquivalenz des gegebenen Systems (0.1)
zu einem einfacheren System, falls die Jacobimatrix D f(0) auch Eigenwerte auf der imaginaren
Achse besitzt. Das “einfachere System” mufl nun jedoch nicht mehr linear sein.

Parallel zur Theorie der autonomen Differentialgleichungen bzw. der kontinuierlichen dy-
namischen Systeme entwickelte sich in den vergangenen Jahrzehnten eine Theorie der autono-
men Differenzengleichungen bzw. der diskreten dynamischen Systeme. In dieser Theorie wird
das Verhalten von Punktfolgen im R" untersucht, die durch iterierte Anwendung einer Ab-
bildung g : RY — R" entstehen. Bereits HARTMAN [12] bewies den klassischen Satz von
Hartman-Grobman fiir autonome Differenzengleichungen, und auch der verallgemeinerte Satz
von Hartman-Grobman wurde mittlerweile iibertragen.

Zweifelsohne ist der verallgemeinerte Satz von Hartman-Grobman ein sehr wichtiges und
méichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung kontinuierlicher bzw. diskreter dynamischer Systeme.
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Abbildung 0.1: Der klassische Satz von Hartman-Grobman

Es ist deshalb erstaunlich, da§ er in den einschligigen Lehrbiichern meist nur erwihnt wird —
wie etwa in AMANN [1, pp. 272f]. Der Grund dafiir ist vermutlich der relativlange und technische
Beweis, der zum Beispiel in den Arbeiten von HILGER [13] und PALMER [24] zu finden ist.

Im Rahmen dieser Arbeit soll ein neuer Beweis des verallgemeinerten Satzes von Hartman-
Grobman angegeben werden, der zwar nicht wesentlich kiirzer, aber (hoffentlich) anschaulicher
und leichter verstandlich als die bisherigen Beweise ist. Dabei soll nicht eine lokale Version
fiir autonome Differential- bzw. Differenzengleichungen bewiesen werden, sondern ein globales
Resultat fiir nichtautonome Differential- bzw. Differenzengleichungen, die im folgenden unter
dem Begriff (kontinuierliche bzw. diskrete) dynamische Prozesse zusammengefafit werden. Zwei
Griinde rechtfertigen diese Vorgehensweise:

o Die Beschrankung auf globale topologische Aquivalenz ist keine wirkliche Restriktion, da
mittels “cut-off”’-Funktionen leicht lokale Ergebnisse hergeleitet werden konnen. Dies
wurde etwa in der Vorlesung AULBACH [4] demonstriert.

¢ Der Beweis des Ergebnisses fiir den nichtautonomen Fall liefert natiirlich das gewiinschte
Ergebnis auch fir den autonomen Spezialfall.

So weit, so gut. Es ist jedoch zu befiirchten, da die Behandlung nichtautonomer Differential-
bzw. Differenzengleichungen einen nicht zu vertretenden beweistechnischen Mehraufwand ver-
ursacht! Erstaunlicherweise ist genau das Gegenteil der Fall. Dies wird klarer, wenn man sich
die Struktur des Beweises ansieht.

Ausgangspunkt fiir den Beweis sind invariante Faserbindel. Um diesen Begriff niher zu
erliutern sei noch einmal an den eingangs erwdhnten klassischen Satz von Hartman-Grobman
erinnert. Betrachtet man die in Abbildung 0.1 skizzierten Phasenportraits der autonomen Dif-
ferentialgleichungen (0.1) und (0.2), so erkennt man im Phasenraum R" je zwei Mannigfal-
tigkeiten So und R, durch die Ruhelage 0, die mit einem Punkt stets die ganze Trajektorie
durch diesen Punkt enthalten — sogenannte invariante Mannigfaltigkeiten im Phasenraum. Bei
der geometrischen Veranschaulichung nichtautonomer Differentialgleichungen tritt an die Stelle
des Phasenraums der (um die Zeitkomponente erginzte) erweiterte Phasenraum; die invarian-
ten Mannigfaltigkeiten in diesem erweiterten Phasenraum werden in der Literatur hiufig als
“Integralmannigfaltigkeiten” bezeichnet. (Man vergleiche dazu etwa HALE [11, pp. 229ff] oder
KNoBLocH, KAPPEL [20, pp. 224ff].) Bedingt durch die diskrete Zeit bei nichtautonomen Diffe-
renzengleichungen macht dieser Begriff jedoch nur im kontinuierlichen Fall Sinn — weswegen die
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Integralmannigfaltigkeiten mit ihren diskreten Analoga unter dem Begriff invariante Faserbundel
zusammengefafit werden.

Zunichst wird ein allgemeiner Existenzsatz iiber invariante Faserbiindel bei dynamischen
Prozessen bewiesen. Der Satz, der aus entsprechenden Ergebnissen der Vorlesungen AULBACH
[4] und AULBACH [5] hervorgegangen ist, ist fiir sich genommen bereits ein wichtiges und an-
wendungsreiches Resultat: In der Vorlesung AULBACH [4] wurde gezeigt, dafl mit seiner Hilfe
die Existenz von Hierarchien invarianter Mannigfaltigkeiten (vergleiche AULBACH [3]), sowie
die Existenz der klassischen fiinf invarianten Mannigfaltigkeiten (vergleiche KELLEY [17]) leicht
gefolgert werden kann.

Der Beweis dieses Satzes ist der einzige lange und technische Beweis auf dem Weg zum
verallgemeinerten Satz von Hartman-Grobman. Die restlichen Schritte sind relativ einfach und
anschaulich:

¢ Die nichtautonome Formulierung des eben erwihnten Satzes ermdglicht es, mit Hilfe der
Differential- bzw. der Differenzengleichung der gestorten Bewegung invariante Faserbiindel
durch Losungen zu konstruieren. Im Rahmen einer rein autonomen Theorie wire dies
unmoéglich!

¢ Eine einfache Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes liefert hieraus sofort invariante
Faserungen des erweiterten Phasenraumes, die wieder nur im Rahmen einer nichtautono-
men Theorie existieren.

o Diese Faserungen implizieren schliefllich unmittelbar den verallgemeinerten Satz von
Hartman-Grobman, und als “Nebenprodukt” auch das Reduktionsprinzip.

Der geometrische Zugang mittels Faserungen ist der Arbeit KIRCHGRABER, PALMER [19] ent-
nommen, die aber mit einer asymmetrischen Faserung arbeitet: die horizontale Faserung bein-
haltet eine Linearisierung, die vertikale dagegen nicht. Dariiberhinaus wird in dieser Arbeit nur
der autonome Fall behandelt. Trotz dieser Einschrankung kommen die beiden Autoren beim
kontinuierlichen Fall jedoch nicht umhin, Hilfsergebnisse iiber nichtautonome Differentialglei-
chungen zu beweisen — vielleicht ist der nichtautonome Zugang doch der natiirlichere.

Der Beweis des verallgemeinerten Satzes von Hartman-Grobman fiir dynamische Prozesse
wird in der vorliegenden Arbeit zweigleisig durchgefiihrt: Im ersten Kapitel werden konti-
nuierliche dynamische Prozesse, d.h. nichtautonome Differentialgleichungen in beliebigen Ba-
nachriumen behandelt; im zweiten Kapitel werden diese Ergebnisse auf den diskreten Fall
iibertragen. Dabei werden der Hauptsatz iiber invariante Faserbiindel und das Reduktionsprin-
zip fiir nichtautonome Differenzengleichungen mit nicht notwendigerweise invertierbarer rechter
Seite bewiesen — Ergebnisse, die in dieser Form in der Literatur noch nicht behandelt wurden.

Desweiteren wurde besonderer Wert darauf gelegt, dafl alle im Rahmen dieser Arbeit benotig-
ten Aussagen entweder explizit bewiesen oder zumindest angegeben werden. So sind im An-
hang grundlegende Aussagen zur Differential- und Integralrechnung in Banachriumen, zu Fix-
punktsitzen und zum asymptotischen Verhalten von Matrixfunktionen enthalten.



Bemerkungen zur Notation

Zunichst sollen die in dieser Arbeit benétigten Bezeichnungen zusammengestellt werden. Die
Zahlmengen und Zahlkorper werden wie iiblich bezeichnet:

IN  Die natiirlichen Zahlen {1,2,3,...}.
Ny Die natiirlichen Zahlen mit der 0.
Z  Die ganzen Zahlen.

R  Die reellen Zahlen.

Rt Die positiven reellen Zahlen.

R{ Die nichtnegativen reellen Zahlen.
C Die komplexen Zahlen.

K Einer der beiden Korper R oder C.

Fiir beliebiges ¢ € K ist |z| € Ry der gewdhnliche Betrag reeller (K = R) bzw. komplexer
(K = C) Zahlen.

Sind Mi,..., M, , n € N, metrische Riume mit Abstandsfunktionen d; : M; x M; — R{,
i=1,...,n, so wird das Kreuzprodukt M = M; X ... x M, ebenfalls zum metrischen Raum,
wenn man die Abstandsfunktion d durch

d(z,y):= Zd,-(x(i), y(")) fiir beliebige z = (:1:(1), e z™) Yy = (y(l), ey ™y e M
i=1

definiert. In diesem Fall ist eine Folge (z;)52, mit z; = (zg),...,mi")) € M genau dann
konvergent in M, wenn die Folgen (:cy) )2, firallei =1,...,nin M; konvergent sind (vergleiche
DIEUDONNE [8, pp. 75-78]). Im Rahmen dieser Arbeit ist ein metrischer Raum M; stets eine
Teilmenge von R oder Z mit Abstandsfunktion d;(z,y) = |z — y|, oder ein Banachraum mit
Norm || - || und Abstandsfunktion d;(z,y) = ||z — yl|.

Banachriume werden durch kalligraphische Buchstaben dargestellt, etwa A", Y, P, .... Ohne
weitere Spezifikation kann ein Banachraum sowohl reell, als auch komplex sein. Ist jedoch im
folgenden innerhalb einer Aussage von mehreren Banachrdumen die Rede, so wird stillschweigend
angenommen, daB es sich um Riume iiber ein und demselben Kérper handelt. Die Dimension der
Riume kann endlich oder unendlich sein, ||- || bezeichnet die Norm in dem jeweils betrachteten
Banachraum. Ist ¢ > 0 und zo € X ein Element eines Banachraumes X', so ist die offene Kugel
um zo mit Radius ¢ als

B.(z0) :={z € X : ||z — zo|| < €},

und die abgeschlossene Kugel um z, mit Radius ¢ als

B(z0) :={z € X' : ||z — ao|| < ¢}
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definiert. Die wichtigsten Klassen von Abbildungen zwischen Banachrdumen werden folgender-
mafen abgekiirzt:

L(X,Y) Lineare, stetige Operatoren von A" nach ).
L(X) Lineare, stetige Operatoren von X nach X'.
GL(X)  Stetige Isomorphismen von A" auf A'.

id € GL(X) bezeichnet die identische Abbildung. Definiert man fiir beliebige L € L(X,)) die
Operatornorm ||L|| durch

||| := sup{||Lz|| : |z|l < 1} = inf{c € Ry :[|La]| < c||z]| fiir alle 2 € X'},

so ist der Raum £(X’,Y) mit dieser Operatornorm (die natiirlich von den in & und Y gewahlten
Normen abhingt) ein Banachraum. Ferner gilt fiir beliebige A € £L(X,)), B € L(),Z) und
z € X (vergleiche etwa YosIDA [29, pp. 42ff]):

IBAI <1IBI|-llAll  und  [|Az]| < [[A][ - [[«]] -

Von besonderem Interesse sind die endlichdimensionalen Banachriume K~, N € IN, mit den
¢r-Normen | - |,, p € [1,00]. Fiir z = (24,...,z5) € K" gilt bekanntlich

|‘7"|00 = max{|x1|, .. -7lle}

N
|zl = \”IZI%I” fir pé€[l,00).
i=1

Wahlt man in K" die Basis {e; : 4 = 1,..., N} mit den Einheitsvektoren €; := (éu;,...,0n:),
wobei §;; wie iiblich das Kronecker-Symbol bezeichnet, kann man in allgemein bekannter Weise
den Raum L£(K",K") mit dem Raum K"*" der N x N-Matrizen iiber dem Kérper K identi-
fizieren. Die Einheitsmatrix wird dabei durchwegs mit id bezeichnet, ohne explizite Angabe der

Dimension. Fiir beliebiges A € KV*V sei

und

o(A) = {A€eC:det(A - Aid) =0} das Spektrum von A,
orin(A4) = min{ReX: A € 0(A)} der kleinste Eigenwertrealteil,
ol (A) = max{ReA: ) € 0(A)} der grofite Eigenwertrealteil,
ol (4) = min{|A}: A € 6(4)} der kleinste Eigenwertbetrag und
ot (A) = max{|A\| : A € 6(4)} der grofite Eigenwertbetrag von A.

]KNXN

Die Norm einer Matrix A = (a;j)i j=1,..~ € sei die von der im KV gewahlten Vektornorm

induzierte Matrixnorm, d.h.
I|4]] = sup{]| Az|| : ||2]| < 1,2 € K"} .

Diese Norm stimmt mit der oben definierten Operatornorm der linearen Abbildung A iiberein.
Im endlichdimensionalen Fall sind vor allem die von den ¢?-Normen induzierten Matrixnormen
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von Interesse. Speziell fiir p € {1,2, 00} erhdlt man bekanntlich:

N

Ale = max{z la;j|:i=1...N} (Zeilensummennorm)
j=1
N

Al = max{z la;;|:7=1...N} (Spaltensummennorm)
i=1

Al = \V 0Lk (AT A) (Spektralnorm)

Die bei der Spektralnorm auftretende Matrix A ist die zu A konjugierte Matrix, d.h. A :=
(@i;)ij=1..~ € K¥*N. Sind schlieflich fir ¢ = 1,...,k, k € IV, die Matrizen 4; € K"*™,
N; € N, gegeben, so bezeichnet

A, 0 -+ 0
diag(Ay,...,Ax) := 0 Az

. 0

0 -+ 0 A

die N x N-Matrix, N = Ele N;, die durch Anordnung der Matrizen A; entlang der Hauptdia-
gonalen entsteht.



Kapitel 1

Kontinuierliche dynamische
Prozesse

In diesem ersten Kapitel sollen die bereits erwahnten Ergebnisse iiber invariante Faserbiindel und
topologische Aquivalenz bei kontinuierlichen dynamischen Prozessen, d.h. bei nichtautonomen
Differentialgleichungen in beliebigen Banachridumen bewiesen werden. Es ist folgendermafien
gegliedert:

Im ersten Abschnitt werden grundlegende Definitionen und Ergebnisse iiber nichtauto-
nome Differentialgleichungen in Banachriumen zusammengestellt. Zundchst wird fiir eine
spezielle Klasse derartiger Differentialgleichungen ein globaler Existenz- und Eindeutig-
keitssatz (inklusive stetiger Abhangigkeit der allgemeinen Losung von Anfangswerten und
Parametern) bewiesen; er ist auf alle im Rahmen dieser Arbeit behandelten Differenti-
algleichungen anwendbar. Hierauf werden noch die Differentialgleichung der gestorten
Bewegung, lineare Prozesse, Ubergangsabbildungen, Variation der Konstanten und das
allgemein bekannte Gronwall-Lemma behandelt.

AnschlieBend wird der Begriff der quasibeschrinkten Losung eingefiihrt und einige Aussa-
gen iiber quasibeschrinkte Losungen linearer Prozesse werden bewiesen.

Mit diesen Ergebnissen ist man bereits bestens ausgeriistet, um im nachsten Abschnitt den
Hauptsatz iiber invariante Faserbiindel zu beweisen. Der hier vorgestellte Beweis ist — ab-
gesehen von einigen kleineren Modifikationen — der Vorlesung AULBACH [4] entnommen.
Im Hinblick auf die spiteren Anwendungen des Satzes wird er fiir parameterabhingige
Differentialgleichungen formuliert.

Die Differentialgleichung der gestorten Bewegung ermoglicht sodann die Konstruktion in-
varianter Faserbiindel durch Losungen,

und eine einfache Anwendung des gleichmifiigen Kontraktionsprinzips liefert daraus hori-
zontale und vertikale Faserungen des erweiterten Phasenraumes.

Diese Ergebnisse werden schliefilich verwendet, um das Reduktionsprinzip

und die Sitze von Hartman-Grobman fiir nichtautonome Differentialgleichungen zu bewei-
sen.

Alle diese Resultate gelten in Banachriumen beliebiger Dimension. Dariiberhinaus werden alle
bendtigten Ergebnisse aus der Theorie der Differentialgleichungen in Banachrdumen explizit
aufgefiihrt — und zum Teil auch bewiesen.
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Abbildung 1.1: Der kontinuierliche erweiterte Phasenraum

1.1 Grundlegende Definitionen und Ergebnisse

Die Ausweitung der Theorie der gew6hnlichen Differentialgleichungen auf beliebige Banachriu-
me ist bereits seit geraumer Zeit Gegenstand eingehender Untersuchungen. Daher ist es nicht
verwunderlich, daf bereits mehrere Lehrbiicher zu diesem Thema existieren: AMANN [1] behan-
delt sehr ausfiihrlich den Fall endlichdimensionaler Banachriume (inklusive einiger Bemerkungen
zum unendlichdimensionalen Fall), DALECKII, KREIN [7] gehen intensiv auf Stabilititsfragen ein,
und die grundlegenden Ergebnisse der Theorie sind bereits in DIEUDONNE [8] enthalten. Um
diese Arbeit jedoch in sich geschlossen zu halten, werden im folgenden die zentralen Resultate
explizit angegeben und zum Teil auch bewiesen. Eine kurze Zusammenfassung wichtiger Defi-
nitionen und Ergebnisse zur Differential- und Integralrechnung in Banachriumen findet sich im
Anhang.

Der Begriff der nichtautonomen Differentialgleichung wird fiir beliebige Banachriume analog
zum Fall des R" definiert: Sei I C R ein Intervall, X und P seien beliebige Banachriume und
f:I XX XP — X sei eine stetige Abbildung. Dann nennt man die Gleichung

¢ = f(t,2,p) (1.1)

eine nichtautonome, parameterabhingige Differentialgleichung (erster Ordnung), bzw. einen pa-
rameterabhangigen, kontinuierlichen dynamischen Prozef. Eine auf einem Intervall J C I
erklarte, differenzierbare Funktion A : J — X heifit Lésung von (1.1) zum Parameter p € P,
wenn fir alle t € J gilt:

M2) = f(t, A(t),p) -

Eine Anfangsbedingung zu (1.1) ist eine Beziehung der Form
2(ro) =& mit €I und fHEX. (1.2)

A heifit Losung des Anfangswertproblems (1.1), (1.2) zum Parameter p € P, wenn 15 € J und
A7) = & erfiillt sind.

Losungen werden in naheliegender Weise im erweiterten Phasenraum R x X veranschau-
licht: In Abbildung 1.1 sind die Losungen eines kontinuierlichen dynamischen Prozesses zu den
Anfangsbedingungen z(m;) = £ und z(72) = £; dargestellt.

Im Hinblick auf spatere Anwendungen sollen noch zwei Begriffe eingefiilhrt werden: Ein
Intervall I C R heifit nach links unbeschrankt, wenn es von der Form (—o0,7) bzw. (-0, 7] ist,
fir ein 7 € R, oder wenn I = R gilt. Analog erklirt man nach rechts unbeschrankte Intervalle.
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Wie in der bekannten Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen, kann man auch
bei nichtautonomen Differentialgleichungen in Banachrdumen fiir gewisse rechte Seiten f lokale
Existenz- und Eindeutigkeitssitze beweisen; man vergleiche dazu etwa AMANN [1, pp. 96-106],
DIEUDONNE [8, pp. 266-268], oder ZEIDLER [30, pp. 78-82]. Die innerhalb dieser Arbeit be-
handelten Differentialgleichungen haben jedoch alle eine sehr spezielle Struktur — und diese
Struktur erlaubt weiterreichende Aussagen iiber Existenz, Eindeutigkeit und Stetigkeit der all-
gemeinen Losung. Die genauen Voraussetzungen und Ergebnisse beinhaltet der folgende Satz.

Satz 1.1.1 Gegeben seien ein Intervall I C R, Banachriume X, P, und eine stetige Abbildung
f:IXx X xP — X. Ferner ecistiere eine stetige Abbildung ! : I — R}, so daf fir beliebige
tel, z1,75 € X und p € P die Abschitzung

1£(t, 21, p) = f(t, 22, p)I| < U(H)|[z1 — 22| (1.3)

erfillt ist. Dann besitzt die Differentialgleichung

¢ = f(t,2,p) (1.4)

fiir beliebiges (70,€0,P0) € I X X X P genau eine Losung A(+; 70,0, p0) : I — X, die der An-
fangsbedingung z(7o0) = €0 zum Parameter po geniigt. Die Abbildung A : I X I x X x P — & st
stetig.

Beweis: Da jedes reelle Intervall I die Vereinigung einer wachsenden Folge kompakter Inter-
valle ist, geniigt es offensichtlich den Spezialfall eines kompakten Intervalls I = [a,b] C R zu

betrachten.
Sei L := max{I(t):t € I'} und B der Banachraum aller stetigen Abbildungen p : I — A" mit
der Norm [||p}|] := max{||u(¢)|| : t € I'}. Der Beweis verwendet die Abbildung

T:BxIxXxP-—-B,

definiert durch .
T (11, o, 0, Po)(t) := &o +/ f(s,u(s),po)ds fir tel,

und ist in drei Schritte unterteilt.

(I) Behauptung: Fiir beliebige p,v € B, t,70 € I, & € X, po € P und n € IN gilt:

n Ln n
1T (15 To, €0, P0) (1) = T (v, 7o, o, o) (Il < [l = wlll - [t = 7l™ (1.5)

wobei der iterierte Operator T" : B x I X X x P — B wie in (A.9) auf Seite 126 definiert ist.
Der Beweis der Behauptung erfolgt durch vollstindige Induktion iiber n. Fiir n = 1 erhalt man:

”T(Hv To, 607 pO)(t) - T(Va To, EOaPO)(t)” _<_

< 1 G (), 0) = £, 7(), pollds] <
< 1 [ Lilu(s) = vo)llds] <
< L=l -1t - ol



1.1. GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN UND ERGEBNISSE 11

Sei also nun die Behauptung fiir n € IN bewiesen. Dann folgt fiir n 4 1:

||Tn+1(ﬂa To, €0, Po)(t) = Tn+1(V, To, €0, Po)(t)“ =
||T(T"(H7 70, €0, Po), 70, €o, Po)(t) - T(T"(V, 70, €0, Po), To, €0, Po)(t)]] <

1
<1 [ DT (ks 7o, 0, 20)() = (v To, o, po)(s)lds] <
LT::'I t
< Srllie=vil1 [ s = mopas| =
Ln+l

= Gramile vt =l

Damit ist die Behauptung (1) bewiesen.

(II) Behauptung: Die Abbildung T ist stetig.
Aus (I) folgt zunéchst fiir beliebige p,v € B, 0 € I, {o € & und po € P:

T (1, 7o, §01 Po) = (¥, 70, €0, Po)l|| < L(b = @)l = vII] -

Wegen Lemma A.2.5 (Seite 126) ist deshalb nur noch zu zeigen, da8 fiir beliebiges, aber festes,
o € B die Abbildung T (o, ,+,-): I x X X P — B stetig ist. Seien also (70,0, p0) € I X X' X P,
fo € B und ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Setze zunéichst

£
61 = é‘ > 0. (16)
Wegen der Stetigkeit von f und y, ist die Abbildung
IxP3(s,p) = f(s,10(s),p) € X
stetig, d.h. es existiert ein §, > 0 mit

6 - max{l|f(s, uo(s), po)l | : s € I} < 2., (1.7)

und mit Lemma A.2.6 (Seite 127) erhdlt man ein é3 > 0, so daf} fiir beliebige s € I und
p € Bs,(po) die Abschitzung

155, f5),) = £ po(), 20| < 35— (1.8)

erfiillt ist. Definiert man abschlieflend é := min{é;, &, 83}, so folgt fiir beliebige ¢t € I und
(r,6,p) € I x X x P mit |7 — 79| + ||€ = &l| + llp — pol| < 6 aus (1.6), (1.7) und (1.8) die
Abschitzung

”T(/LO’ Tvé"p)(t) - T(lu07 TO,gOaPO)(t)“ =
= e+ / £(5, 1o(s), p)ds — €0 — / £(5, 1o 3), po)ds|| <

< Nl 41 [ 17 ols), pollds] +1 [ 1155, o)) = £, o), po)lds] <
< 61+ |7 = rolmax{l|F(s, (), 2ol + s € Ty + [ 11FCs o). ) = (s, o), po)llds <

€
3(b—a)

< E+62mau({||f(s,;zo(s),po)||:sGI}—}— (b—a)<

3
< €,
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d.h. |||T(po, 7, &, ) = T(p0, To, €0, Po)l| < € fiir |7 — 70| + ||€ — &ol| + 1lp — pol| < é. Daraus folgt
unmittelbar die Behauptung.

(III) Mit (I) und (II) kbnnen jetzt die Aussagen des Satzes bewiesen werden. Zundchst erhélt
man mittels (I) fiir beliebige p,v € B, (70,&0,p0) €I X X x Pundn € N

n 7 Ln n
|T" (1, 705 €05 P0) — T (V77'0a§071’0)“| < ?(b- a)*|||lp—vlll,

d.h. wegen lim, ., L7 (b — @) = 0 und (II) erfiillt die Abbildung T die Voraussetzungen von
Satz A.2.4 (Seite 126). Zu jedem (7o, &o,po) existiert also ein eindeutig bestimmter Fixpunkt
A(+; 70, €0, Do), und die Abbildung

IxX x P =) (T0’€07P0) — ’\(';T07 éOva) € B

ist stetig. Man erkennt unmittelbar, dafl dann auf Grund von

||A(t’ TvE’ p) - ’\(tO; 7'0»50,1’0)” S
||/\(t§ 7, &, P) - A(t§ Tos fo’PO)H + ”/\(t; TO,EO,PO) - /\(to; To,fo,Po)H <
HIA(5 7, €, 2) = A(+5 7o, &0y Po) || + | A(E; Tos €05 Po) — Alto; To, €0, Do)

auch die Abbildung

<
<

IXIXXXxP>3(t70,6,P0) — A(t; 70,0, P0) € X

stetig ist. SchlieBlich folgt leicht, dafl eine Funktion A € B genau dann Fixpunkt von
T(-, 70, &0, Po) ist, wenn A eine Losung der Differentialgleichung (1.4) zu Parameter po ist mit
A(7o) = €o. Damit ist alles gezeigt. &

Die Abbildung A : I x I x X x P — X aus Satz 1.1.1 heiBt allgemeine Lésung der Differential-
gleichung (1.4). Sie geniigt fiir beliebige 7,11, € I, £ € X und p € P der Gleichung

/\(t2; Tvgap) = )‘(t% ty, )‘(tl; Tagap)vp)

(1.9)

-

da beide Seiten von (1.9) Losungen von (1.4) zur Anfangsbedingung z(7) = £ sind. Diese
Gleichung wird in den folgenden Abschnitten immer wieder benétigt werden.

Mochte man das Verhalten einer Differentialgleichung in der Umgebung einer speziellen
Losung untersuchen, so bedient man sich bekanntlich einer neuen Differentialgleichung mit tri-
vialer Losung, die sich in der Umgebung der trivialen Losung genauso wie der urspriingliche
ProzeB in der Umgebung der gegebenen speziellen Losung verhdlt. Diese Differentialgleichung
der gestorten Bewegung wird im nachsten Satz behandelt.

Satz 1.1.2 Gegeben seien ein Intervall I C R, ein Banachraum X und eine stetige Abbildung
f:IxX — X, die den Voraussetzungen von Satz 1.1.1 geniige. Betrachte neben der Differen-
tialgleichung

i = f(t,z) (1.10)

mit der speziellen Losung p : I — X die sogenannte Differentialgleichung der gestorten Bewe-
gung (von (1.10) zur Lésung p)

[# = f(t,z + p(t) — f(t, (1)) - (1.11)

Dann gilt:
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(a) Die Differentialgleichung der gestérten Bewegung besitzt die triviale Losung auf I.

(b) Eine Funktionv : I — X ist genau dann eine Lisung von (1.11), wenn v + p eine Losung
des urspriinglichen Prozesses (1.10) ist.

Beweis: Da f nach Voraussetzung die Abschitzung (1.3) erfiillt, ist sowohl auf (1.10) als auch
auf (1.11) Satz 1.1.1 anwendbar. Alle Losungen dieser beiden Prozesse existieren somit auf ganz
I. Die Aussage in (a) ist offensichtlich. Da p nach Voraussetzung eine Losung von (1.10) ist,
erhilt man fiir beliebiges t € I die folgenden Aquivalenzen:

() = f( () +p(t) - £t u(0))
& s+ ftu) = F(tv(t)+ u(t))
& B+ = F()+ u(1)

Daraus folgt unmittelbar (b). <&

Die Differentialgleichung der gestérten Bewegung wird das zentrale Hilfsmittel zur Konstruk-
tion invarianter Faserbiindel durch Losungen sein. Ferner ist die Bemerkung angebracht, dafl
die Differentialgleichung der gestérten Bewegung im Rahmen einer rein autonomen Theorie
nicht verwendet werden kann: Selbst wenn die Ausgangsgleichung (1.10) autonom ist, ist die
Differentialgleichung der gestérten Bewegung (1.11) im allgemeinen nicht autonom!

Nach diesen allgemeinen Definitionen und Ergebnissen iiber nichtautonome Differentialglei-
chungen sollen die Betrachtungen nun auf die Klasse der nichtautonomen linearen Prozesse
eingeschrankt werden.

Dazu sei I C R wieder ein Intervall und X ein beliebiger Banachraum. Ferner seien stetige
Abbildungen A : I — L(X) und b: I — X gegeben. Dann nennt man die Differentialgleichung

i = A(t)z + b(t) (1.12)

eine (inhomogene) nichtautonome lineare Differentialgleichung. Die zugehdrige homogene nicht-
autonome lineare Differentialgleichung ist durch

i = At)z (1.13)

gegeben. Parameterabhingige lineare Prozesse werden analog zum Fall allgemeiner Differenti-
algleichungen definiert. Wegen

(A(t)z, + b(t)) — (A(t)zs + b(2))]] < [|A®)|| - |lz1 — z2|| fir beliebige t € I,zy,2, € X

und der Stetigkeit von A — die die Stetigkeit von ||A(:)|| impliziert — existiert gemaf} Satz
1.1.1 zu jedem Anfangswert genau eine globale Losung von (1.12) bzw. (1.13). Um die allge-
meine Losung A dieser Prozesse moglichst iibersichtlich angeben zu kénnen, bedient man sich
einer Konstruktion, die die Ubergangsmatrix linearer Systeme im R"Y (vergleiche KNOBLOCH,
KAPPEL [20, p. 67]) verallgemeinert.

Betrachte dazu die auf I x £(X) definierte, homogene lineare Differentialgleichung

X = A)X . (1.14)
Auch auf (1.14) ist Satz 1.1.1 anwendbar, denn fiir beliebige ¢ € I und X;, X, € L(X) gilt

A X, — A Xzl = [|A)(X: = Xl < [[ADI] - [1X: — Xall,
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mithin existiert die allgemeine Losung A : T X I x L(X) — L(X) von (1.14). Definiert man jetzt
o(t,7) := A(t; 7,1d)

so nennt man die stetige Abbildung ® : I x I — L(X) die Ubergangsabbildung von (1.18). Fiir
beliebige t,7,s,7 € I, £ € X und = € L(X) erkennt man leicht die folgenden Eigenschaften der
Ubergangsabbildung:

d
S8(t,r) = AWDLT),

L(@(1,1E) = AT, (1.15)
G@GID) = AN TE,
8(t,1) = id, (1.16)

d(t,s) = ¥(t,r)¥(r,s),
o(t,7)"t = ¥(7,t).

Gemif (1.15) und (1.16) ist die Abbildung &(-, 79)&o die eindeutig bestimmte Lésung von (1.13)
zur Anfangsbedingung z(7o) = &. Die allgemeine Losung dieses homogenen linearen Prozesses
lautet demnach

A(t; 70, €0) = ®(2,70)&o -

Fiir die inhomogene Differentialgleichung (1.12) ist eine Formel fiir die allgemeine Losung im
nachsten Satz angegeben.

Satz 1.1.3 (Variation der Konstanten) Gegeben sei der Prozef8 (1.12). Dann ist die allge-
meine Losung A von (1.12) gegeben durch

At 70, £0) = B(t, 70)éo + / " (1, 5)b(s)ds (1.17)

firtel.

Beweis: Die Beziehung (1.16) impliziert, daB die rechte Seite von (1.17) bei ¢t = 75 den Wert &,
annimmt. Ferner ist die rechte Seite von (1.17) eine Losung von (1.12), wie man durch Ableiten
unter Verwendung von (1.15) leicht erkennt. (Die Formel fiir die Ableitung des Integrals findet
sich im Anhang: (A.1) auf Seite 120.) Mit der Eindeutigkeitsaussage von Satz 1.1.1 folgt die
Behauptung. <&

Diese Losungsformel wird bei vielen Abschdtzungen im ndchsten Abschnitt eine zentrale Rolle
spielen. Ferner benotigen diese Abschitzungen das allgemein bekannte Gronwall-Lemma.

Satz 1.1.4 (Gronwall-Lemma) Gegeben seien ein Intervall I, ein 7o € I, eine Konstante
b € R}, sowie stetige Funktionen a,c: I — R}. Ist dann fir alle t € I die Abschdtzung

a(t) < c(t) +b-| / ' a(s)ds|

erfillt, so erhdlt man fir alle t € I die explizite Abschdtzung

a(t) <ec(t)+b- I/Tt c(s)e’=lds| .
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Beweis: Siehe etwa AMANN [1, pp. 89f]. <&

Da in den Anwendungen der Ergebnisse dieser Arbeit die autonomen Differentialgleichungen
einen wichtigen Spezialfall darstellen, sollen diese abschlieBend noch kurz behandelt werden.
Sei X ein beliebiger Banachraum und f : X — X eine stetige Abbildung. Dann nennt man

eine Differentialgleichung der Form
& = f(z) (1.18)

eine autonome Differentialgleichung bzw. ein kontinuierliches dynamisches System. Auch das
System (1.18) geniige den Voraussetzungen von Satz 1.1.1. Bei festem £, € A" unterscheiden sich
dann die auf ganz R existierenden Losungen der Anfangswertprobleme

T = f(il)) > x(TO) =&

fiir 7o € R lediglich durch eine Translation in der Zeit. Aus diesem Grund wird in der allgemeinen
Losung von (1.18) die Anfangszeit 0.B.d.A. gleich 0 gesetzt. Definiert man fiir t € R

@(t; &) := A(£;0,4o) (1.19)

so nennt man die Abbildung ¢ : R x X — X die allgemeine Léosung des kontinuierlichen
dynamischen Systems (1.18). Diese Bezeichnung wird im folgenden gelegentlich verwendet.

1.2 Quasibeschrankte Losungen linearer Prozesse

Im néchsten Abschnitt dieses Kapitels soll der Hauptsatz iiber invariante Faserbiindel fiir kon-
tinuierliche dynamische Prozesse bewiesen werden. Der fiir die Charakterisierung dieser Fa-
serbiindel zentrale Begriff ist die Quasibeschrdnktheit, der dieser Abschnitt gewidmet ist.

Zur Motivation des Begriffes sollen zunichst endlichdimensionale, homogene lineare Diffe-
rentialgleichungssysteme betrachtet werden. Sei dazu das M-dimensionale System

(1.20)

mit einer Matrix A € gegeben. Die im letzten Abschnitt definierte Ubergangsabbildung
& dieses Systems ist eine Abbildung mit Werten im Raum £(K™ ), kann also in kanonischer Weise
als Abbildung mit Werten im Raum KM*™ aller M x M-Matrizen aufgefaBt werden. (Siche
auch Bemerkungen zur Notation.) Die explizite Form dieser Ubergangsmatrix wird im Anhang
angegeben: Unter Verwendung der in Definition A.3.2 definierten Matrixexponentialfunktion
erhilt man ®(¢,s) = eA(=*) (vergleiche Satz A.3.3). Die allgemeine Losung A von (1.20) lautet
demnach

KMXM

A(t;7,€) = ¢

In Satz A.3.4 wird ferner gezeigt werden, daf fiir beliebiges @ > o7, (A) eine Konstante K =
K(a) > 1 existiert, so daf§

|e4¢=7]| < Ke*t=7) fiiralle t>r (1.21)
erfiillt ist. Fiir beliebiges 7 € R und ¢ € K™ gilt also
At 7,0l < K||€lle) fiiralle ¢ > 7.

Bei gegebenem a € R weisen somit — unter gewissen Voraussetzungen an die Eigenwertrealteile
der Matrix A — alle Lésungen von (1.20) fiir t — oo dieselbe, von o abhingige, “exponentielle
Abklingrate” auf. Diese Eigenschaft wird als Quasibeschrdnktheit bezeichnet und ist Gegenstand
der folgenden Definition.
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(@) A ligtil 1) A liglot

A 4

(o] A gt (%) A ligol

...........

Abbildung 1.2: Quasibeschrankte Abbildungen

Definition 1.2.1 Gegeben seien ein 7 € R, ein Banachraum X, ein Intervall I C R und eine
stetige Abbildungg: 1 — X.

(a) g heift nt-quasibeschrankt oder n-quasibeschrankt fir ¢ — oo, wenn I nach rechts unbe-
schrankt ist und fir ein (und damit, wegen der Stetigkeit von g, fir jedes) T € I gilt:

sup{[|lg(t)|le ™™ :t> 71} < o0
In diesem Fall definiert man ||g||}, := sup{||g(?)|le"* : ¢ > 7}.

(b) g heifit n~-quasibeschriankt oder n-quasibeschrinkt fiir ¢ » —oo, wenn I nach links unbe-
schrankt ist und fir ein (und damit fir jedes) T € I gilt:

sup{||lg(t)|le™™ :t <7} < .
In diesem Fall definiert man ||g||7, := sup{||g(t)|le™" : ¢t < 7}.
(c) g heifit n-quasibeschrankt, wenn I =R ist und g die folgende Abschdtzung erfillt:
sup{llg(t)lle™™ 1 € R} < o0
Man setzt dann ||g||, := sup{||g(t)|le=" : t € R}.

Einige Bemerkungen sollen diese wichtige Definition erginzen. Sei dazu g : R — A" eine stetige
Abbildung.

(a) g ist genau dann 7n-quasibeschrankt, wenn fiir alle t € R
llg(B)ll < Ce™
gilt, mit einer Konstanten C > 0. (Siehe Abbildung 1.2(a).)
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(b) Fiir n = 0 entspricht die 7-Quasibeschrinktheit der gewohnlichen Beschrinktheit von X'-
wertigen Abbildungen. Ferner ist g genau dann n*-quasibeschrinkt, wenn fiir ein 7 € R
die Einschrankung g|(,.) beschrankt ist. Analog 1dBt sich die 5~-Quasibeschranktheit
charakterisieren. (Siehe Abbildung 1.2(b).)

(c) Ist 7 < 0, so klingt eine n*-quasibeschrinkte Abbildung ¢ fiir # — oo exponentiell ab.
(Siehe Abbildung 1.2(c).)

(d) Ist n > 0, so klingt eine n~-quasibeschrinkte Abbildung ¢ fiir ¢t —» —oo exponentiell ab.
(Siehe Abbildung 1.2(d).)

(e) Die Nullabbildung ist 7-quasibeschrankt fiir beliebiges 1 € R.

Wie das Beispiel vom Beginn dieses Abschnittes zeigt, tauchen quasibeschrankte Abbildungen in
natiirlicher Weise als Losungen endlichdimensionaler linearer Systeme auf — sofern man an die
Eigenwerte der definierenden Matrix gewisse Forderungen stellt. Dariiberhinaus 148t sich zei-
gen, dafB unter bestimmten Voraussetzungen ein derartiges System genau eine quasibeschriankte
Losung besitzt.

Wie sieht nun aber die Situation bei nichtlinearen Systemen, bzw. allgemeiner bei kontinu-
ierlichen dynamischen Prozessen aus? Unter welchen Voraussetzungen besitzt ein dynamischer
ProzeB genau eine quasibeschrinkte Lésung, und wann sind alle Losungen eines Prozesses qua-
sibeschrinkt?

Die Beantwortung dieser Fragen wird fiir die Konstruktion der invarianten Faserbiindel von
zentraler Bedeutung sein. Die entsprechenden Ergebnisse sollen im folgenden zusammengestellt
werden; sie entstammen im wesentlichen den Arbeiten AULBACH [3] und HILGER [13], sowie der
Vorlesung AULBACH [4].

Das erste Lemma behandelt (nicht notwendigerweise lineare) Stérungen linearer dynamischer
Prozesse. Es werden Bedingungen angegeben, unter denen ein derartiger Prozefl genau eine fiir
t — —oo quasibeschrinkte Losung besitzt. Die zentrale Forderung an den ungestorten linearen
Prozef ist fiir autonome Prozesse im wesentlichen die obige Eigenwertbedingung. Bei beliebigen
dynamischen Prozessen steht der Begriff des Eigenwertes natiirlich nicht mehr zur Verfiigung.
Aus diesem Grund wird im allgemeinen Fall fir die Ubergangsabbildung eine Abschitzung
wie in (1.21) gefordert, die im endlichdimensionalen autonomen Fall ja eine Konsequenz der
Eigenwertbedingung ist (vergleiche Satz A.3.4).

Lemma 1.2.2 Gegeben sei der parameterabhdngige, kontinuierliche dynamische Prozef
&= A(t)z + f(t,2,p) + fo(t,p) (1.22)

mit einem nach links unbeschrinkten Intervall I C R, Banachrdumen X und P, sowie stetigen
Abbildungen A : I — L(X), f: IXXXP — X und fo : IXP — X; ® sei die Ubergangsabbildung
des linearen Prozesses & = A(t)x. Ferner gelte fir beliebiget,s € I, x,z € X und p € P:

|8, s)|| < Ke*C=*) fir t>s, (1.23)
f(t,0,p) =0, (1.24)
|| f(t,z,p) — f(t,Z,p)|| < Ll|z - %] , (1.25)

mit Konstanten « € R, K > 1 und L > 0. Dann g¢ilt fir beliebiges v > a+ KL und 7 € I:
Ist fiir alle p € P die Abbildung fo(-,p) 7~ -quasibeschrinkt mit

W fo(-, Py < M fir ein M € Rq , (1.26)
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s0 besitzt (1.22) fir jedes p € P genau eine v~ -quasibeschrinkte Lésung pu(-,p) und es gilt:

_ K _
(-, p)ll7 < m”fO('?p)Hr,-y . (1.27)

Dariiberhinaus ist die Abbildung pu : I X P — X stetig. Ist I = R und fo(-,p) sogar v-
quasibeschrankt, so ist auch pu(-, p) v-quasibeschrinkt und es gilt:

.
o)y € ——a g 2l (L:28)

Bemerkung: Das Lemma ist auch auf Prozesse der Form

&= Az 1 F(t,7,p)

anwendbar, wenn die Abbildung F : I X X x P —» X den Bedingungen
“F(tvxvp) - F(tv‘ivp)ll < LHLII - 2—:” und ”F(tvovp)ll:,'y < M
geniigt: Man setzt dann einfach

f(t,z,p) :
fO(t’p) :

Beim Beweis des Hauptsatzes wird das Lemma in dieser Form angewandt, ohne daf} dies explizit

F(t7$’p) - F(t, 0,])) ’
F(t,0,p).

erwahnt wird.

Beweis: Wegen (1.25) erfiillt der ProzeB (1.22) die Voraussetzungen von Satz 1.1.1; alle Lésun-
gen existieren also auf ganz I und sind eindeutig bestimmt. A sei die allgemeine Losung gemif
Satz 1.1.1.

Der Beweis ist in fiinf Abschnitte unterteilt. In (I), (II) und (III) wird der Spezialfall
I = (—o0, 7] behandelt, in (IV) wird das Lemma fiir ein beliebiges nach links unbeschrinktes
Intervall I C R und beliebiges 7 € I bewiesen, und in (V) wird abschlieflend die zu (1.28)
gehorige Aussage des Lemmas nachgewiesen.

(I) Sei zunachst I = (—o00,7], fo(t,p) =0auf IxPund L =0, d.h. f(t,z,p) = 0auf I x X' X P.
Ist p(t) = ®(¢, 7)€ eine beliebige y~-quasibeschrinkte Losung von & = A(t)z, so folgt fiir alle
t < 7 mit (1.23):

el = l@(r, )2 )l = l|@(r, hu@)]] < |20 ]| - llu@®)]] <
< Ked=Yev|u(t)|le < Ke"’e("'“)’l[un;",y - 0, fir t— —o0,

denn nach Voraussetzung ist v > a+ KL = a. Alsoist u(t) = 0 die einzige v~ -quasibeschriankte
Losung von (1.22). Ferner ist die Abschatzung (1.27) erfiillt.

(II) Sei nun I = (—o0,7], fo beliebig und L = 0, d.h. f(t,z,p) = 0 auf I x & x P. Die
Eindeutigkeitsaussage des Lemmas folgt unmittelbar aus (I), denn die Differenz zweier verschie-
dener ¥~ -quasibeschriankter Losungen von & = A(t)z + fo(t, p) zum Parameter p € P wire eine
nichttriviale y~-quasibeschrinkte Lésung von & = A(t)z. Um die Existenzaussage zu beweisen,
definiert man g durch

u(t,) = [ Bt )hls,p)ds
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Wegen
”@(tvs)fO(s?p)” < ”‘I)(t’S)'Iewllfo("l’)”; < M||2(t,s)|]e” < K Meter=)» )

Y -

fiir alle p € P und s < t, sowie der Beziehungen

%Q(t,S)fo(s,p) = A(1)2(t, s)fo(s,p)

und v > a + KL = o erfiillt 4 die Voraussetzungen der Lemmata A.1.1 und A.1.2 (Anhang,
Seiten 121, 122). Damit ist u : I X P — X stetig, u(-, p) differenzierbar und es gilt

i) = OKEDT [ 280 o)s = it + [ AGBE (s, p)ds =
= A(D)p(t,p) + folt,p) ,

d.h. p(-,p) ist eine Losung von & = A(t)z + fo(t,p). Die Abschitzung (1.27) ergibt sich wie
folgt:

A

t t
ol < [ 13- lifals,plllds < [ Kemt e fo(s,plle™*ds <

- ot - ! (y—a)s K
Ke ”fO("p)H‘r,’y € ds = 7—a
K

‘Y—.
fir allet € I und p € P, also

IA

|l fol-, DIz, =

~1fo( )7

- K _ .
||u(t, p)lle™ < TP, firalle 1<,

dh. fluCp)llzy £ FE5 G5, = =55z 1o P -

(III) Seien nun L > 0 und f, beliebig, I = (—o0,7]. Der Beweis verwendet den Banachschen
Fixpunktsatz. Sei dazu B der lineare Raum aller stetigen Abbildungen v : I X P — & mit den
folgenden Eigenschaften:

o Fiir beliebiges p € P ist v(-,p) : I — X eine v -quasibeschrankte Abbildung.
e Die Menge {||v(-,p)|l;, : p € P} ist nach oben beschrankt.

Definiert man auf B eine Norm durch

I¥IIl := sup{||lv(-,p)lI7, : p € P},

so wird B dadurch zu einem Banachraum.
Zur Konstruktion einer Kontraktion auf B sei v € B beliebig. Betrachte nun den dynamischen
Prozef§
& = A(t)z + f(t,v(t,p),p) + fo(t,p) - (1.29)

Da fiir alle t € I wegen (1.24), (1.25) und (1.26) die Abschdtzung
1 f(t,v(t,p)p) + fo(t,p)lle™ < Lllv(t,p)lle™™ +[|fo(t, plle™ <

Lilv(- p)ll7y + 1L fol, PIIZ, <
L||v[|| + M (1.30)

IAN A
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erfiilllt ist, kann man (II) auf (1.29) anwenden. Es existiert demnach eine stetige Abbildung
v*: I X P — X, so dafl v*(:,p) die eindeutig bestimmte y~-quasibeschrankte Losung von (1.29)
zum Parameter p € P ist, und fiir beliebige p € P gilt:

. - K _ K
HVhmmns7_aﬂﬂﬂ4mhm+h0mmmﬁ7_aUMMH+M%
d.h. v* € B. Definiert man nun
Tv:=v'€eB,
so folgt hieraus mit (1.30):
- K - -
I(Tv)(-, p)lI7 < Ar_—a(LllV(-,P)llf,7 + [1fo(- PII7,) - (1.31)

Behauptung: Die Abbildung T : B — B ist eine Kontraktion.

Seien dazu vy,v, € B beliebig. Dann ist fiir jedes p € P die Abbildung (Tv; — Tv)(+,p) eine
vy~ -quasibeschriankte Losung des Prozesses

T = A(t)‘z + f(ta Vl(t’p)7p) - f(t7 V2(t7p)’p) * (1'32)

Wie (1.29) erfiillt auch (1.32) die Voraussetzungen von (II). Mit (1.25) und (1.27) erhélt man
fiir beliebiges p € P

KL _ _ KL
(1 =)l <

[(Tvs = Tra)(-, Pl < [l = walll

Y—a Y-«
und damit schliellich durch Bildung des Supremums

KL

v«

17wy — Tosl] < [l = w2l -

Gemiafl Voraussetzung ist v > a + KL, d.h. ,YK_—LQ < 1. T ist also eine Kontraktion und besitzt
nach dem Banachschen Fixpunktsatz A.2.1 einen eindeutig bestimmten Fixpunkt in B.

Sei 1 € B dieser eindeutige Fixpunkt und p € P beliebig, aber fest. Wendet man die obige
Fixpunktargumentation auf den dynamischen Prozef§

& = A(t)z + f(t,z,p) + fo(t,p) (1.33)

an, der jetzt allerdings wie ein parameterunabhdngiger Prozeff behandelt wird, so erhilt man
sofort: (1.33) besitzt genau eine 7~ -quasibeschrinkte Losung, denn eine vy~ -quasibeschrinkte
Abbildung ist offensichtlich genau dann Losung von (1.33), wenn sie ein Fixpunkt der Abbil-
dung T ist. (Der betrachtete Banachraum B ist in diesem Fall einfach der Raum aller y~-
quasibeschrinkten, stetigen Abbildungen I — X’ mit der Norm |- ||| = || - [|7,-)

Nach Konstruktion ist also u(-,p) diese eindeutig bestimmte y~-quasibeschrankte Losung
von (1.33) zum Parameter p € P, und wegen p € B ist die Abbildung p : I X P — & stetig.

Bleibt nur noch die Abschitzung (1.27) zu zeigen. Unter Beachtung von Tu(-,p) = u(-,p)
folgt dazu aus (1.31)

KL _ K
||,u('a p)”r,’y +

7T—-a Y —a

w5 Pl < 1 fo(->P)lI7 >
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und schliellich
K

ol < . -
o)z < =g oI

Damit ist (III) vollstindig bewiesen.

(IV) Ist I C R ein beliebiges nach links unbeschrinktes Intervall und 7 € I beliebig, so existiert
wegen (III) zu jedem p € P eine eindeutig bestimmte 7y~ -quasibeschrinkte Losung j(:,p) :
(=00,7] = & von (1.22), und die Abbildung i : (-0, 7] X P — X ist stetig. Man iliberzeugt
sich leicht, dal dann p : I X P — &, definiert durch

p(t,p) == M& 7, BT, ), p)
den Forderungen des Lemmas geniigt.

(V) Sei nun I = R, fo(-,p) fiir jedes p € P eine y-quasibeschrinkte Abbildung und L > 0
beliebig. Gemaf (IV) existiert fiir p € P eine eindeutig bestimmte y~-quasibeschrinkte Losung
p(+, p) von (1.22), und mit || fo(-, p)||7, < Hfo(+, Py fiir alle 7 € R folgt aus (1.27):

=
- K ..
02Vl € oIl firalle rER.
Fiir 7 — oo erhdlt man schliefilich:
. - K
2l = Jim ol € ——2 g ool
d.h. p(-,p) ist y-quasibeschrinkt und erfiillt die Abschitzung (1.28). &

Das zweite Lemma behandelt ebenfalls Prozesse der Form (1.22). Im Gegensatz zu Lemma 1.2.2
werden jedoch Bedingungen angegeben, unter denen jede Losung des betrachteten Prozesses
quasibeschrinkt fiir t — oo ist. Das Lemma ist fiir parameterunabhingige Prozesse formuliert.

Lemma 1.2.3 Gegeben sei der kontinuierliche dynamische Prozef

i = A(t) + f(1,2) + fol) (1.34)

mit einem nach rechts unbeschrinkten Intervall I C R, einem Banachraum X, sowie stetigen
Abbildungen A: I — L(X), f:IXX - X und fo: I — X; ® sei die Ubergangsabbildung des
linearen Prozesses © = A(t)x. Ferner gelte fir beliebige t,s € I und ,z € &':

[|®(t,9)|| < Ke*t=)  fir t>s), (1.35)
f(t,0)=0, (1.36)
1f(t, ) = f(t, )| < Lilz - Z|| (1.37)

mit Konstanten « € R, K > 1 und L > 0. Dann gilt fir beliebiges v > o+ KL und 7 € I:
Ist f, eine y*-quasibeschrankte Abbildung, so ist jede Léosung o : I — X wvon (1.84) ebenfalls
¥ -quasibeschrinkt und es gilt:

K

Tt <K T ——
Il < Klu(lle ™ + ——%7

|1 £l - (1.38)
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Beweis: Wieder existieren wegen Satz 1.1.1 alle Losungen von (1.34) auf ganz I. Sei p: I - X
eine beliebige Losung von (1.34) und 7 € I beliebig, aber fest. Dann erhilt man durch Variation
der Konstanten (Satz 1.1.3)

(1) = B, + [ B(t,9)(Fo 1(5)) + Fols))ds

und damit unter Anwendung von (1.35), (1.36) und (1.37) fiir allet > 7:

Ol < KDl + [ Ke (1) = .0l + 1) <

IA

t
KerDllu(r)ll+ Kot [ e (Ll + 1 ols)lds =
t 11
= Ke ()l + KL [ flus)lle™ds + Ket [ |Ifu(s)lle™"e0™)"ds <
- ¢ -8 1 —Q -7
= &t (Il + L [ I@lleds + =l Allf (0 = e0=))

Mit den Abkiirzungen
K

Ne™* +

7(6(7—a)t _ e(v—a)r)

A(t) = [Iu(dlle  und

Ty

folgt: .
A() <T(#) + KL / A(s)ds firalle ¢> 7.

Anwendung des Gronwall-Lemmas (Satz 1.1.4) liefert fir alle t > 7:
t
A(t) <T(t) + KL/ T(s)eXt-1gs
Mit partieller Integration erhdlt man weiter:
t
A(t) < T(t)+ ELeK™ / T(s)e~¥P*ds =
_ T(t) + KLeK (———l—e_KL’I‘(s)P 42 / t F'(s)e'KL’d3> -
' KL T KL J,

i
= T(t) = T(t) + T(1)eKE0-7) 4 KL / K||foll} 0o~ KD ds =

T

— F(T)C’KL(t T) + I\”f “+ KLt (e('y—a—KL)t _ e('y—a—KL)‘r) <

vy—a—-KL

K
o + (y—a)t
5 - - K L||f0|| € .

IA

K||u(r)lleemeftt=m +
Daraus folgt durch Multiplikation mit e(*~")* fiir alle ¢ > 7:

lu®)lle™ < Kllu(r)|je 0o KNtk 4 I foll7 <

vy—a—-KL
Ir'
K|l(r)lfe™0=o=KEre (KD 4

K
— KL

IA

IXLHfOH Ty

= K|lp(r)lle™ + [l foll%.,
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Abbildung 1.3: Die allgemeine Lésung des Beispiels
p ist also 7*-quasibeschrankt und erfiillt die Abschitzung (1.38). o

Zur Tlustration sollen Lemma 1.2.2 und 1.2.3 auf die folgende skalare Differentialgleichung an-
gewandt werden:

et fir t>0

1 fir t<0 (1.39)

T = -3z +costsinz + {

Setzt man A(t) := =3, f(t,z) := costsinz, fo(t) := e! fiir t > 0 und fo(¢) := 1 fiir t < 0, so
erfiillt (1.39) die Voraussetzungen der Lemmata mit K = 1, = -3 und L = 1. Fiir v, = 0 folgt
aus Lemma 1.2.2, daB (1.39) genau eine auf (—o00,0] beschrinkte Losung besitzt; Lemma 1.2.3
liefert mit v, = —1, daf alle Losungen fiir £ — oo exponentiell abklingen. (Vergleiche Abbildung
1.3)

Die bisher angegebenen Lemmata behandelten Stérungen linearer Prozesse, deren Ubergangsab-
bildungen fiir ¢ — oo quasibeschrankt sind. Betrachtet man noch einmal das homogene lineare
autonome System (1.20) von Seite 15, so kann man zeigen (siehe Anhang, Satz A.3.4), daB fir
beliebiges B < 07;.(A) eine Konstante K = K(§) > 1 existiert mit

[leAC¢=9|| < KePt*) firalle t<s,

d.h. die Ubergangsmatrix — und damit auch alle Lésungen von (1.20) — ist 4~-quasibeschrinkt
fiir beliebiges § < op;.(A). Es wire also durchaus wiinschenswert, auch Storungen linearer
Prozesse zu untersuchen, deren ﬁberga.ngsabbildungen fiir ¢ » —oo quasibeschrinkt sind. Die
entsprechenden Ergebnisse sind in den folgenden beiden Lemmata zusammengefafit. Zunachst

das Analogon zu Lemma 1.2.2.

Lemma 1.2.4 Gegeben sei der parameterabhdngige, kontinuierliche dynamische Prozef

|9 = B()y + 9(t,y,p) + 9o, P) | (1.40)
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mit einem nach rechts unbeschrinkten Intervall J C R, Banachrdumen ) und P, sowie stetigen
Abbildungen B : J — L(Y), g: IXYXP = Y undgo: JxP — YV; ¥ sei die Ubergangsabbildung
des linearen Prozesses y = B(t)y. Ferner gelte fir beliebiget,s € J, y,y€ Y und p € P:

| T(t,s)|| < K= fiir t<s, (1.41)
9(t,0,p)=0, (1.42)
llg(t,y,p) — 9(t, 3, p)|| < Llly — 9| , (1.43)

mit Konstanten § € R, K > 1 und L > 0. Dann gilt fir beliebigesn < 3 — KL und 1 € I:
Ist fiir alle p € P die Abbildung go(-,p) n*-quasibeschrinkt mit

llgo(- )|}, < M fir ein M € RS, (1.44)

T —
so besitzt (1.40) fiir jedes p € P genau eine n*-quasibeschrdinkte Losung p(-,p) und es gilt:

K
[u(,p)If, < m]‘”go(wp)nf,,, . (1.45)

Dariberhinaus ist die Abbildung u : J X P — Y stetig. Ist J = R und go(-,p) sogar n-
quasibeschrdnkt, so ist auch u(-,p) n-quasibeschrinkt und es gilt:

K
-l < = =g ool - (1.46)

Beweis: Der Beweis kénnte ohne Probleme analog zum Beweis von Lemma 1.2.2 durchgefiihrt
werden. Um die Dualitit zwischen den jeweils vorliegenden Situationen néher zu beleuchten,
soll im folgenden jedoch Lemma 1.2.4 unmittelbar auf Lemma 1.2.2 zuriickgefiihrt werden.
Definiert man I := —J, A(t) := —B(-t), f(t,z,p) := —g(—t,z,p), fo(t,p) := —go(—1,p),
&(t,s) := ¥(—t,—s), @ := —f und ¥ := —7, so ist &(t,s) die Ubergangsmatrix von & = A(t)z
und der kontinuierliche dynamische Prozef§

&= A(t)z + f(t,2,p) + fo(t, p) (1.47)

erfiillt wegen (1.41), (1.42), (1.43) und (1.44) die Voraussetzungen (1.23), (1.24), (1.25) und
(1.26) von Lemma 1.2.2; I ist nach links unbeschrénkt, da J nach rechts unbeschrinkt ist.

Ferner gilt:

o Die Ungleichung v > o + KL von Lemma 1.2.2 ist der Ungleichung n < 8 — KL von
Lemma 1.2.4 dquivalent.

e Eine Funktion A(%) ist genau dann Losung von (1.47) zum Parameter p € P, wenn A\ —t)
eine Losung von (1.40) zum Parameter p ist.

e Eine Funktion A(t) ist genau dann y~-quasibeschrankt, wenn A(—t) n*-quasibeschrénkt
ist. Insbesondere ist also fo(:,p) genau dann 7y~ -quasibeschriankt, wenn go(-,p) n*-
quasibeschrankt ist.

Damit sind die Behauptungen in Lemma 1.2.4 direkte Folgerungen aus den entsprechenden
Aussagen von Lemma 1.2.2; die Abschitzungen (1.45) und (1.46) folgen unmittelbar aus (1.27)
und (1.28). &

Durch véllig analoge Uberlegungen 138t sich das folgende Gegenstiick zu Lemma 1.2.3 beweisen.



1.3. DER HAUPTSATZ UBER INVARIANTE FASERBUNDEL 25

Lemma 1.2.5 Gegeben set der kontinuierliche dynamische Prozef

i =Bty +9(t,y) + 90(2)] (1.48)

mit einem nach links unbeschrankten Intervall J C R, einem Banachraum ), sowie stetigen
Abbildungen B : J — L(Y), g:J xY - Y und go : J — Y; ¥ sei die Ubergangsabbildung des
linearen Prozesses y = B(t)y. Ferner gelte fiir beliebige t,s € J und y,y € Y:

12(t,9)|| < K2 fir t<s,

9(t,0)=10,
||g(t7 y) - g(t’ g)” < L”y - 37” ’
mit Konstanten § € R, K > 1 und L > 0. Dann gilt fir beliebiges n < 3 — KL und 7 € J:
Ist go eine ¥~ -quasibeschrinkte Abbildung, so ist jede Losung pu : J — Y von (1.48) ebenfalls
v~ -quasibeschrinkt und es gilt:

_ . K )
Nullz, < Kl|p(m)lle™ + mllgoﬂr,n :

Mit Lemma 1.2.3 und Lemma 1.2.4 sind bereits alle Hilfsmittel zur Konstruktion invarianter
Faserbtindel bei kontinuierlichen dynamischen Prozessen bereitgestellt, so daB im néachsten Ab-
schnitt der Hauptsatz tiber invariante Faserbindel bewiesen werden kann.

Noch eine abschlieende Bemerkung zu Lemma 1.2.2 und Lemma 1.2.5: Diese Hilfssitze
werden beim Beweis des Hauptsatzes nicht bendtigt, da man sie im vorliegenden kontinuierlichen
Fall durch eine einfache Anwendung der Zeitumkehr ersetzen kann. (Ganz im Gegensatz zu dem
in Kapitel 2 behandelten diskreten Fall!) Sie wurden dennoch in diesem Abschnitt explizit
angegeben, da sie einerseits fiir sich genommen bereits interessante Ergebnisse sind, und da man
an ihnen andererseits die beim Beweis des Hauptsatzes verwendete Zeitumkehr exemplarisch
vorfiithren kann.

1.3 Der Hauptsatz iiber invariante Faserbuindel

Wie bereits mehrfach angedeutet wurde, soll in diesem Abschnitt fiir gewisse nichtautonome
Differentialgleichungen in Banachriaumen die Existenz invarianter Faserbiindel bewiesen werden.
Die Konstruktion dieser Faserbiindel verwendet den im letzten Abschnitt vorgestellten Begriff
der quasibeschrankten Losung.

Bevor der zentrale Satz 1.3.1 angegeben und bewiesen wird, sollen die grundlegenden Ge-
danken am Beispiel homogener linearer autonomer Systeme kurz dargelegt werden. Sei dazu
das System

T = Az

; 1.49
y = By (1:49)

mit Matrizen A € K"** und B € K"V gegeben. Ferner gelte o,,,(4) < a < f < o}, (B)
mit Konstanten o, 3 € R. Fiir die Ubergangsmatrizen ®(¢,s) bzw. ¥(t,s) von & = Az bzw.
y = By gilt dann wie im letzten Abschnitt:

|8(t,s)]] < Ke*=% fir t>s
|8, 8)]| < Keft=*) fir t<s

mit einer Konstanten K > 1. Die Lemmata des letzten Abschnittes ergeben fiir vy := %‘Q:
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e Alle Losungen von & = Az sind y*-quasibeschrankt.

o Die triviale Losung von & = Az ist die einzige 4~ -quasibeschriankte Losung.

o Alle Losungen von § = By sind y~-quasibeschriankt.

o Die triviale Losung von y = By ist die einzige y*-quasibeschrinkte Losung.
Setzt man nun

So = {(r,&,m) e RXKY x K" : =0},
Ro {(r,&,meRxK” x K" : £ =0}

und bezeichnet A = (A}, A;) die allgemeine Losung von (1.49), so folgt mit obigen Aussagen:

So = {(r,&,n): Ay(+57,&,n) ist yt-quasibeschrankt }

Ro = {(7,&,n): \i(;7,€,m) ist y~-quasibeschrankt } .

Ferner sind sowohl S, als auch R, invariante lineare Unterrdume fiir (1.49): Eine Losung, die
auf S, oder R, startet, bleibt fiir alle t € R in dem jeweiligen Unterraum.

Diese Konstruktion invarianter Mengen mittels quasibeschrankter Losungen lifit sich auch
auf gewisse nichtlineare Prozesse iibertragen. Die invarianten Mengen sind im allgemeinen je-
doch keine linearen Riume mehr, sondern invariante Faserbiindel. Die genauen Ergebnisse sind
in dem folgenden Satz enthalten, der bereits in AULBACH [3] bzw. AuLBAcH [4] fiir parame-
terunabhingige, endlichdimensionale, autonome bzw. nichtautonome Differentialgleichungssy-
steme bewiesen wurde.

Satz 1.3.1 Gegeben sei der von einem Parameter p € P abhingige ProzefS

z
y

A(t)z + F(t,2,9,p)

B(t)y + G(t,2,y,p) (1.50)

mit Banachrdumen X, Y und P, sowie stetigen Abbildungen A : R — L(X), B: R — L()),
F:RXXXYXP X, G:RxXxYXxP—Y mitF(t00,p) =0, G(t,0,0,p) = 0 auf
R x P. Ferner gelte:

(H1) Die Ubergangsabbildungen & bzw. ¥ der linearen Prozesse & = A(t)z bzw. y = B(t)y
erfilllen die Abschditzungen

[12(2, )]l
12 (2, )|

mit Konstanten K > 1 und a < §.

Ke*=*)  firalle t>s,
KePt=2)  firalle t<s

IN A

(H2) Fir allet € R, p € P und (z,y),(Z,y) € X x Y gilt

|F(t,z,y,p) - F(t,%,5,p)Il < Lllz -2l + Llly - 9l|
IG(t,z,y,p) - G(t,2,5,p)I| < Lllz— 2|+ Ly - yll

mitO§L<%.
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Wegen Satz 1.1.1 ezistieren alle Losungen von (1.50) auf ganz R; die allgemeine Léosung von
(1.50) sei A(t;1,€,m,p) = (Ai(t; 7, &, 1, 0), A2(t; 7, €, m,p)). Mit v := gizé gelten dann folgende
Aussagen:

(a) Es gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung sp : R x X' X P — Y mit

So = {(r,&50(T,6,p),p) : TER,EE€ X, pE P}
= {(r,&n,p) : A(;7,€,m,p) ist v -quasibeschrinkt} .

Diese Abbildung ist stetig und es gilt:
(i) Fir alle T € R und p € P ist so(7,0,p) = 0.
(i) FiralleT € R, &,86 € X und p € P gilt:

2K?L(f — o — 2K L)

I|30(T7€17p) - SO(Ta£2ap)” S (ﬂ _ a)(ﬂ — _4I(L)”€l - 52” .

(i%i) FiralleTt € R, £ € X und p € P gilt:

4K3L*
" + < e -7
MGnésinen ol < (K+ G =gz I€le

_ 2K?L(8 - a - 2KL) o
||/\2(',T7§,30(T7£7p)’p)”:,7 —_ (ﬂ _ a)(ﬂ —« —4IX’L)||§||6 ’

d.h. A(+;7,€,80(7, &, p),p) ist yT-quasibeschrinkt.

(iv) Der Graph S, ist ein invariantes Faserbindel von (1.50) in folgendem Sinne: Ist
(1,€,m,p) € Sy, so gilt (t,A\(t;7,&,m,p),p) € So fiir allet € R. Man nennt S, das
So-Faserbiindel von (1.50).

(b) Es gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung ro: R X Y x P — X mit

Ro = {(rro(r,n,p)mp) : TER,EV,pEP)
= {(r,&,m,p) : M(;7,€,1m,p) ist v~ -quasibeschrankt} .

Auch die Abbildung rq ist stetig und es gilt ferner:
(1) Fiir alle T € R und p € P ist ro(7,0,p) = 0.
(1) Fir alleT € R, ny,m; € Y und p € P gilt:

9K?L(B — a — 2K L)
”TO(T’ 7]171’) - TO(T7 772ap)|| S (ﬂ — a)(ﬂ — o — 4I(L)||771 - 7]2” .

(i) Fiir allet € R, n€ )Y und p € P gilt:
2K*L(f—a—2KL)
A1+ - <
|| 1( 7T,T0(T’ 77,1’),77,19)||r,~, - (;6 _ a)(ﬂ —a— 4I£’L)
4K3L?
. - < - —T
sCirrranpnolly, < (K + G —e—gzg) Ml

nlle™™,

d.h. A(-;7,7m0(T,m, D), 1, P) 15t 7~ -quasibeschrdnkt.
(tv) Der Graph R, ist ein invariantes Faserbindel von (1.50), das sogenannte Rg-
Faserbiindel.
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Abbildung 1.4: Die invarianten Faserbiindel des Hauptsatzes

(c) Die invarianten Faserbindel So und Ry haben nur die triviale Lésung gemeinsam, d.h.:
SoN Ry = {(7,0,0,p) : T€ R,pe P}.

Mit anderen Worten: Die triviale Losung ist die einzige y-quasibeschrinkte Losung von

(1.50).

Bemerkung: Die Abschitzungen in (a),(#1) und (b), (%) implizieren die folgenden Charakte-
risierungen von Sy und Ry:

So = {(r,&mn,p) : A(5;7,&,7m,p) ist y*-quasibeschrinkt} ,
R, {(rs&,m,p) = A(7,€,n,p) ist y~-quasibeschrinkt} .

Diese Charakterisierungen werden in den folgenden Abschnitten mehrfach verwendet.

Beweis: (a) Seien zunichst 7 € R und £ € X beliebig, aber fest gewahlt.

Behauptung: Zu jedem p € P existiert genau ein so(7,&,p) € Y, so daB Ay(+;7,€,50(7,&,p),p)
71-quasibeschrankt ist.

Der Beweis dieser Behauptung verwendet den Banachschen Fixpunktsatz. Betrachte dazu den
linearen Raum B, aller stetigen Abbildungen p : [7,00) X P — Y mit folgenden Eigenschaften:

e Fiir beliebiges p € P ist u(-,p) : [T,00) = Y eine y*-quasibeschrankte Abbildung.
¢ Die Menge {||u(-,p)||}, : p € P} ist nach oben beschrankt.

Dieser Raum ist mit der Norm

el := sup{llu(-, p)IIZ, : p € P}

ein Banachraum. Sei u € B, beliebig. Dann besitzt das Anfangswertproblem

&= A(t)z + F(t,z,u(t,p)p) , t27 , z(1)=¢
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wegen (H2) und Satz 1.1.1 fiir beliebiges p € P eine Losung v(-, p) auf [r, 00), und die Abbildung
v:[r,00) x P — X ist stetig. GemaB Lemma 1.2.3 ist »(-, p) dariiberhinaus fiir alle p € P y*-
quasibeschrankt mit

K KL
oI < K||E]|le + —————||F(-,0, u(- < K||E|le" § — .
lv(, DT, < KllElle™ + pou — WEC 0, 1(2), PIIZ, < KIElle™™ + —— oz el
Betrachte nun die Differentialgleichung
y = B(t)y + G(t,v(t,p), u(t,p)yp) , t27. (1.51)
Wegen
IG(t, v(t,p), u(t, p)p)lle™™ < Lllv(-p)IIT, + LlleC P, <
KL*
< KL T —+1L 1.52
< Kl + (ot + 1)l (052

fiir alle t > 7 und p € P existiert nach Lemma 1.2.4 fiir jeden Parameterwert p € P genau
eine y*-quasibeschrinkte Losung u*(,p) : [r,00) = Y von (1.51). Ferner ist die Abbildung
p* i [r,00) x P — Y stetig und wegen (1.45) und (1.52) in B,. Damit 1afit sich durch
Trep = p*

eine Abbildung T : B, — B, definieren.

Bevor der Banachsche Fixpunktsatz auf T, angewandt werden kann, miissen noch einige
Abschitzungen hergeleitet werden.

Seien dazu &;,&; € X, py, py € B, und p € P beliebig, aber fest. v;(-,p) sei die Losung des
Anfangswertproblems

&= A(t)z + F(t,z,m(t,p)yp) , t27 , (1)=& .

Dann ist v(-,p) := v1(+,p) — va(+, p) eine Losung der Differentialgleichung

T = A(t).’l? + F(t,(l? + V2(t7p)7 ,u'l(tap)vp) - F(t,V2(tvp)?H2(tap)7p) ’ t Z T,

die den Voraussetzungen von Lemma 1.2.3 geniigt. (Die Voraussetzung (H2) impliziert v >
o + K L.) Damit erhilt man

0PIl < KN D™ + 5z o) = o,
d.h.
+ . —yr 2K L N
l|e1(-5p) — Vz(',p)||m < K||& - &lle + mllm(-,p) - /1‘2('7p)Hr,'y : (1.53)

Sei nun y} := T, ¢ p;. Dannist p*(-,p) := pi(-, p) — p3(-, p) eine Losung der Differentialgleichung
§ = B(t)y + G(t,1(t,p), m(t,p),p) = G(t,15(t, p), pa(t, p)sp) » t 27,
wobei fiir alle t > 7 mit (1.53) die folgende Abschitzung erfiillt ist:
IG(t, v(t, p), pua(t, ), p) = G(2, va(2, ), pial2, ), Pl <

< Lllw(,p) = va( DI, + Lllpa(s p) = (P17, <
- —y7 2K L* + +
< LK||& - &lle™™ + mllm(wiﬂ) — p2(PE, 4 Ly p) — 2P, =

L —
= LKl - &lle™ + 5ol ~ a2
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Da p*(-, p) nach Konstruktion y*-quasibeschrankt ist, liefert die Anwendung von Lemma 1.2.4

2K2L 2KL
-7 . . — . +
—~[l& = &alle +ﬂ_a_2KLHu1( 'p) = w25 P75

(o), <

und mit T, ¢, pu; = p; folgt schlieflich

21;21: . °KL
1T ¢ 11 (-5 ) = Trgatta (- P, < 6 - &lle™ +m]gllul(',p)—m(-,p)l!ﬁi7
(1.54)
Damit lassen sich nun die Aussagen von (a) beweisen:
Fiir £ = £ = &, und beliebiges p € P liefert (1.54) die Ungleichung
2KL 2KL
| Trera (-, p) = Trepa (5 PIIT,, < mﬂﬂl( p) = p2( Pl < mm#l palll

und durch Bildung des Supremums schliefilich

2KL
1 Trepr = Trepalll < m”lm — pa] -

Wegen L < 22 ist 2KL < f — a — 2K L, d.h. T, ; ist eine Kontraktion auf B, — besitzt also
genau einen lepunkt Hre € B;.

Setzt man so(7,&,p) := pr¢(7,p), so ist offensichtlich A;(t; 7,8, 50(T,&,p),p) = pre(t,p) auf
[1,00), also ist Ay(+;7,&, So(T, €, p), p) YH-quasibeschrankt.

Ist umgekehrt A,(+;7,€,7,p) 7T-quasibeschrankt, so erhilt man wie im Beweis von Lemma
1.2.2, daf} die Einschrinkung auf [7, 00) gleich p. (¢, p) sein muB, d.h. 9 = p, ¢(7,p) = s0(7,&, p).
Beweis von (i): Gemifl Voraussetzung gilt fiir beliebige 7 € R und p € P: Ay(¢;7,0,0,p) = 0
auf R, d.h. Ay(+;7,0,0,p) ist y+-quasibeschrinkt. Somit folgt so(7,0,p) = 0 aus der bereits
bewiesenen Eindeutigkeitsaussage.

Beweis von (i) und (ii): Seien pi.¢, und u,., die Fixpunkte von T; ¢ bzw. T;,,. Dann gilt
wegen (1.54) fiir beliebige p € P

ZIXZL . 9K L
||€1 &lle™ +ﬂ—211—:l|ﬂr,£1( ,0) = e, (5 DIT,

ftr,6, (-, P) = e, (o DT, <

oder 9K?L(f — & — 2K L)
||/LT,51('7P) - ,“f-r,fz( p)||+'y - (/H ~ )( aa _ 4}1,.[/)”51 - €2||e-7‘r ) (155)

und damit schliefllich
1807, &1, 1) = 80T, &2, P)|| = || 17,6, (T, P) = Breu (T, D] <

K?L(f—a—-2KL
< o (8) = DI € G e - .

Fiir £, = 0 gilt offensichtlich p, ¢, = 0 — und (1.55) ergibt mit £ = £; genau die in (%) geforderte
Abschitzung fiir Ao(+; 7, &, so(7, €, p),p). Mit Lemma 1.2.3, angewandt auf

&= A(t)z + F(t,z,  (t; 7,€,50(7,€,0),P), P)

folgt daraus auch unmittelbar die Abschatzung fir A;(+; 7, &, so(7, €, p), p)-
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Beweis von (iv): Seien (7,€,m,p) € So und t, € R beliebig. Dann ist nach dem bereits be-
wiesenen Ay(+;7,€,7,p) 7+-quasibeschrankt. Wegen Ay(2;t0, A(to; 7,€,m,p),P) = Ao(857,&,7,p)
auf R (vergleiche (1.9)) ist auch die Funktion A(+; 0, A(to; 7, &,%, P), p) 7*-quasibeschrankt, d.h.
(to, A(to; 7,€,1, ), P) € So.

Bleibt nur noch die Stetigkeit von sy nachzuweisen. Sei dazu ein Punkt (70,&0,p0) € R X
X X P beliebig vorgegeben. Wegen so(7o,£0,P) = fro,e0(T0,P) und piry ¢, € B, ist zundchst die
Abbildung se(7o, &, ) : P — Y stetig, woraus man mit Lemma A.2.5 und (%) sofort folgert:

Die Abbildung so¢(79,+,*) : X X P = Y ist stetig.
Beachtet man ferner fiir alle (7,£,p) € R x X x P die Giiltigkeit der Abschitzung

||30(T,£7p) - 30(T07€07p0)|| S “‘SO(Tvé’p) - 30(T07€7p)” + ||80(T0,£7p) - 80(T07 €Ovp0)l[ s

so ist also — um die Stetigkeit von so in (7o, &0, po) zu bestdtigen — nur noch die folgende
Behauptung zu beweisen:

Zu beliebigem € > 0 ezxistiert ein § > 0, so daf fir alle 7 € Bs(7o), £ € B1(&) und p € P die
Ungleichung

||30(T,£’p) - 30(T07£7p)|| <e (156)
erfullt ist.

Zunachst existiert wegen

%‘I(T; Ta€730(T’£7p)7p) A(T)E + F(T7£730(77§7p)7p) und
)‘2(7-; TaE’ SO(T’ f»P)J’) B(T)SO(T’ §7p) + G(T7 67 30(T7 é.ap)ap)

mit (H2), (i) und (ii) eine Konstante M > 0, so daf fiir beliebige 7 € By(7o), £ € By(&) und
p € P gilt:

“/.\I(T;Taé.,sO(T’Evp)ap)H S M und Il’.\2(7—;TvéaSO(Tvé.,p)’p)” S M. (157)
Definiert man nun § := min{5}-, 1}, so gilt fiir alle (1,£,p) € B;(70) X B1(&o) x P+
M(t; 7, &, 80(7, €, p), p) € Ba(&) fiir alle t € By(m), (1.58)

d.h. fiir jedes p € P verlduft die Projektion der Losung A5 1,€,80(T, &, p),p) auf den Raum X
im Zeitintervall (ro — 8,7 + 8) in der Menge B;(&), und die Ableitungen der entsprechenden
Komponentenabbildungen geniigen den Abschitzungen in (1.57).

Beweis von (1.58): Angenommen, es existieren (7,&, p) € Bj(7o) X B1(&) X P und 7* € B;(7o)
mit

IB(*)} > 2 und  b(t) := Ai(t;7,€,80(7,€,P)p) — &o -

Die Abbildung b : B;(ro) — X ist stetig differenzierbar mit Ableitung Xl(-;r,f,so(r,ﬁ,p),p),
und gem#f der Wahl von (7,&,p) gilt ||b(7)|| = ||€ — &l| < 1. Ist nun 7 > 7, so existiert ein
T < # < r* mit ||b(#)]] = 2 und [[b(2)]| < 2 fiir alle ¢ € [7,7). Der Mittelwertsatz liefert dann
mit (1.57):

[18(7) = b(7)I| + [16()]] <

<
< sup{||i)(t)||:t€(T,%)}-]i’—r|+1§
< M-26+1=2,

[o(F)I]
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im Widerspruch zu ||b(7)]] = 2. Véllig analog erhilt man im Fall 7* < 7 einen Widerspruch.
Damit war die obige Annahme falsch, d.h. (1.58) ist bewiesen.

Wihle nun abschlieend 0 < & < é so, daff die Ungleichung

2K?L(8 — a — 2K L)
(ﬂ—a)(ﬂ—a—u(z;)) bse

erfiillt ist. Dann liefert der Mittelwertsatz unter Verwendung der Beziehungen (1.57) und (1.58)
fir alle 7 € Bg(To), E € Bl(fo) und pE P:

<M+M

||30(T’£7p) - 30(7—09£ap)|| = ”’\2(T7 T,f,So(T,E,p),p) - 30(7-07511))” S
S ”’\Z(T; T7£750(T’£’p)’p) - /\2(7'0; T,E,so(T,E,p),p)H +
+||/\2(T0; T,§,30(T,£,p),p) - SO(TO,E,P)” S
M|r - 71|+
+||30(T0, )‘I(TO; T7€’ 30(T7E7p)7p)7p) - SO(TOa fap)” S
M|t — 10|+
2K2L(B — a — 2K L) .
(,B — a)(ﬂ —a— 4I(L)”)‘1(TO’ T,€’30(T7€7p)’p) - 5” <
2K2L( — a — 2K L)
(B-a)(f—-a—-4KL)
2K2L(8 — a — 2K L)
(ﬁ—a)(ﬂ—a—U(L)) ose

IA

IA

IA

Mlr—7|+ M |7 — 10| <

< (M+M

d.h. (1.56) ist erfiillt. Damit ist die Stetigkeit von so in (79, &0, po) bewiesen.

(b) Dieser Teil kann entweder vollig analog zu (a) bewiesen werden, oder mittels Zeitumkehr
wie im Beweis von Lemma 1.2.4 unmittelbar auf (a) zuriickgefilhrt werden.

(c) Sei p = (1, p2) eine beliebige y-quasibeschrinkte Losung von (1.50) fir p € P. Dann
ist wegen (H2) auch G(-,u(+), p2(+),p) 7-quasibeschrinkt und Lemma 1.2.4 liefert: p, ist die
eindeutig bestimmte y-quasibeschrankte Losung von

§ = B(t)y + G(t, pa(t), pa(t), p)

und es gilt:
K 2KL
leally < 5o 7”G("l‘l(')v/h('),P)H'y < m(ll#llh + llpally) -
Auflésen nach ||u2||, ergibt
2KL
<——merr . 1.59
leally < =gz ol (159
Analog erhilt man mit Lemma 1.2.2 angewandt auf & = A(t)z + F(2, u1(2), p2(2), p):
lally < T
Hilly = g g TR M
und hieraus mit (1.59):
2KL .
[lpaally < (m)zllmllv firi=1,2. (1.60)
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Gemafl Voraussetzung ist L < %‘;{2 und damit ;ﬁ% < 1. Dann ist aber (1.60) nur fiir

l|pil]y = O erfiillbar, d.h. p ist die Nullfunktion. Damit ist alles bewiesen. <&

Satz 1.3.1 kann in der obigen Formulierung auf beliebige kontinuierliche Prozesse, die den Vor-
aussetzungen des Satzes geniigen, angewandt werden. Besitzt die rechte Seite von (1.50) weitere
Eigenschaften, so stellt sich natiirlich die Frage, ob sich diese Eigenschaften auf die Abbildungen
8o und ro ibertragen. Den Fall der in ¢ periodischen rechten Seite (mit dem wichtigen Spezialfall
der kontinuierlichen dynamischen Systeme) behandelt das folgende Korollar.

Korollar 1.3.2 Gegeben sei wieder der von einem Parameter p € P abhdngige Prozefi

y = B(t)y-i—G(t,i'?,y’P) (161)

mit den Voraussetzungen von Satz 1.3.1. sq und ry seien die Abbildungen aus Satz 1.3.1. Dann
gilt:

(a) Sind die Abbildungen A, B, F und G periodisch in t mit Periode ©@ ¢ R*, so gilt fiir alle
TER, peP,€€X undne):

s0(T+0,6,p) = so(r,&,p) und
TO(T + O’ 77,19) = 7'0(7', 77,])) s

d.h. auch sy und ro sind periodisch in t mit Periode ©.

(b) Ist der Prozef§ (1.61) autonom, d.h. sind die Abbildungen A, B, F und G vont unabhingig,
s0 sind auch sy und vy von t unabhdingig. Die Mengen

So
Ry

{(6780(6’1))11)):66 X,pe P} und
{(ro(m,p)sm,p):n € V,p € P}

sind also invariante Mannigfaltigkeiten im Phasenraum.

Beweis: Die Aussagen von (b) folgen unmittelbar aus (@), denn eine Abbildung ist genau dann
von t unabhingig, wenn sie periodisch in ¢ ist mit beliebiger Periode © € R*.

Zum Beweis von (a) seien 7 € R, £ € X und p € P beliebig, aber fest. Bezeichnet p = (p1, pt2)
die Losung von (1.61) mit p,(7) = & und po(7) = so(7,€,p), so ist p, gemif Satz 1.3.1 y+-
quasibeschrankt. Definiert man

vi(t) := it —0) und wy(t) = po(t — 9),

so ist wegen der Periodizitit von A, B, F und G auch v := (v1,r;) eine Lésung von (1.61).
Ferner ist v, y*-quasibeschrankt. Satz 1.3.1 liefert dann

SO(T + O’fap) = SO(T + G’p‘l(‘r +0 - 9)71)) = SO(T + G)’VI(T + O),p) =
= V2(T + O) = ”’2(7—) = 30(7—, ,ul(T)’p) = 50(7—7£7p) .

Die Periodizitit von ry wird vollig analog bewiesen. <&
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Abbildung 1.5: Das Phasenportrait des Beispiels fir L = 0.9

Abschliefend sollen Satz 1.3.1 und Korollar 1.3.2 zur Ilustration auf das folgende, von einem
Parameter L € R abhingige, ebene autonome System angewandt werden:

& = (L-2)z+ Lsiny

y = (2—L)y— Lsinz (1.62)

Setzt man A(t) := -2, B(t) := 2, F(t,z,y) := Lz + Lsiny und G(¢,z,y) := —Ly — Lsinz, so
sind die Voraussetzungen von Satz 1.3.1 und Korollar 1.3.2(b) mit « = -2, f =2 und K =1
erfiillt, falls die Lipschitzkonstante L kleiner als % = 1 ist. In diesem Fall existieren also im
Phasenraum invariante Mannigfaltigkeiten So; und Ro, wobei S, aus den Ldsungen von (1.62)
besteht, die fiir t — oo beschrankt sind, und Ry aus den Losungen, die fiir ¢t — —oo beschrankt
sind. Das Aussehen dieser Mannigfaltigkeiten fiir L = 0.9 ist der Abbildung 1.5 zu entnehmen.

Fir L > 1 erfiillt (1.62) nicht mehr die Voraussetzungen von Satz 1.3.1. Wéahrend jedoch
im Fall L = 1.0 noch immer zwei invariante Mannigfaltigkeiten mit den eben erwiahnten Eigen-
schaften existieren (siehe Abbildung 1.6), ist dies fir L > 1 nicht mehr gegeben: Die Ruhelage
(0,0) ist lokal von geschlossenen Trajektorien umgeben. Abbildung 1.7 zeigt das Phasenportrait
von (1.62) fir L = 1.1.

Dieses Beispiel zeigt insbesondere, daf die an L gestellte Bedingung in dieser Form unbedingt
notwendig ist und nicht abgeschwicht werden kann.

1.4 Invariante Faserbiindel durch Losungen

Betrachtet man noch einmal die in Satz 1.3.1 behandelte Situation, so fillt auf, dafl die kon-
struierten invarianten So- bzw. Ro-Faserbiindel gerade die triviale Lésung von (1.50) gemeinsam
haben. Diese Auszeichnung der trivialen Losung ist ziemlich fragwiirdig. Es sollte eigentlich
auch moglich sein, invariante Faserbiindel zu konstruieren, die sich gerade in einer beliebig vor-
gegebenen Losung g von (1.50) schneiden. Ein entsprechendes Ergebnis enthélt das folgende
Korollar zum Satz 1.3.1. Die Beweisidee ist denkbar einfach: Man fiihrt die zu konstruierenden
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1.0

Abbildung 1.6: Das Phasenportrait des Beispiels fiir L

1.1

Abbildung 1.7: Das Phasenportrait des Beispiels fiir L
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invarianten Faserbiindel durch die vorgegebene Losung p auf die So- bzw. Ry-Faserbiindel der
Differentialgleichung der gestorten Bewegung zu p zuriick.

Korollar 1.4.1 Gegeben sei der kontinuierliche dynamische Prozef§

i = A+ F(t,2,9)

§ = B(t)y+G(te,y) (1.63)

mit Banachriumen X und Y, sowie stetigen Abbildungen A : R — L(X), B : R — L(}),
F:RXxAXxY->X,G:RXxAXY—>Ymit F(¢,0,0)=0, G(¢,0,0) = 0 auf R. Ferner gelte
wie in Satz 1.3.1:

(H1) Die Ubergangsabbildungen & bzw. ¥ der linearen Prozesse i = A(t)x bzw. § = B(t)y
erfiillen die Abschdtzungen

HB(t,s)|| < Ke**™® firalle t>s,
¥(t,s)||] < KeP'™* firalle t<s
mit Konstanten K > 1 und a < (3.
(H2) Fir allet € R und (z,y),(Z,5) € X x Y gilt
WF(tz,y)— F(t,z,9)|| < Llle—2z||+ Llly - 3l
G, 2, y) - G, 2,9l < Lllz - 2|+ Llly - 3l|
mit 0 < L < &2,

Wegen Satz 1.1.1 ezistieren alle Lésungen von (1.63) auf ganz R; die allgemeine Lésung von
(1.63) set wie ublich \(t;7,&,m) = (Ai(t;7,6,m), (87, &, m)). Mity := %‘Q gilt dann:

(a) Es ecistiert eine stetige Abbildung s ' RX X X R x X x)Y — Y mit

STnyo,ﬂo = {(T»f»S(T,ﬁ,To,fo,Uo)) 1 TE ]Rvg € X}
= {(n&m)  AL57,6m) = A(5 7o, §o, 7o) dst y* -quasibeschrdankt}
und

2K?L(f—a—-2KL
17,0 ) = (762 o ] € 5oy 61 =

fir beliebige 7,79 € R, £,61,8 € X und ny € Y. Ferner ist S, ¢, €in invarian-
tes Faserbindel fir (1.63), das S-Faserbiindel durch (79,&o,70) bzw. durch die Losung

A(+3 705 €0y T0)-
(b) Es ezxistiert eine stetige Abbildungr :R XY X RX A XY — X mit
Reotomo = {(7,7(7,1,70,60,m0),m) : T € R, €V}
= {(r,&n) : A(57,6,m) = A(+; 7o, €0, Mo) ist ¥~ -quasibeschrdankt}
und

9K?L(f — o — 2K L)
- < _
”T(Ta 771,7'0,50,770) T(T7 77277-03507 770)” = (ﬂ _ a)(ﬂ —a - 4I(L)||771 772”

fiir beliebige 7,79 € R, & € X und no,m,m2 € Y. Ferner ist R, ¢, ,, €in invarian-
tes Faserbindel fiir (1.63), das R-Faserbiindel durch (7o,&o,70) bzw. durch die Losung

/\(, To, £01 770)
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Beweis: Betrachte fiir beliebiges (79,&0,0) € R X & x Y die Differentialgleichung

r = A(t).’t + F(t, z,Y,To, EO’ 7)0)

. F 1.64
y = B(t)y + G(t, Z,Y,To, 603 770) ( )

mit _
F(t,(t, y’T01£07 770) = F(taz + /\l(t;TOa£0’770)’y+ ’\Z(t; TOa€0’ 770))_
_ F(t,Al(ta To, EOs 770)7)‘2(t;T07 60’770)) ’
G(t,(l), Y, To, 507770) = G(t,l’ + Al(t) To, 507 770)a?/+ A2(t7 7-07607 770))_

G(t, A1(t; 70, €05 M0)5 A2(t; 70, 05 70)) -
Bekanntlich ist (1.64) die Differentialgleichung der gestorten Bewegung zur Losung A(+; 7o, &o, 70)
von (1.63). Ferner geniigt (1.64) den Voraussetzungen von Satz 1.3.1:

o Wegen der Stetigkeit der allgemeinen Losung von (1.63) sind die Abbildungen F : R x
AXYXRXAXXY - X undG:RxA XxYXRXX xY — Y stetig, der Parameterraum
ist P:=RXX x).

o Es gilt F(t,0,0, 7, &0,70) = 0 und G(£,0,0,70,&0,70) =0 auf Rx R x X X .

e Diein Satz 1.3.1(H2) geforderten Abschitzungen folgen unmittelbar aus der Voraussetzung
(H2) des Korollars.

Damit existiert eine eindeutig bestimmte stetige Funktion so : R x X Xx R x X x Y — Y fiir
(1.64) gemiB Satz 1.3.1(a). Definiert man

s(1,&,710,€0, o) 1= S0(T, & = A1(75 70, €05 M0)5 To, €0, Mo) + A2(T5 To, €05 o)

so ist s offensichtlich stetig und erfiillt die in (a) geforderte Abschatzung.

Sei nun (79, &o, 70) € R X X X Y beliebig, aber fest gewahlt. Sei ferner (7,£,7) € Rx A" x )Y so,
daB p(-) := A(+;1,€,m) — A(; 7o, €0, M) ¥H-quasibeschrankt ist. Dann ist 4 gemdf Satz 1.1.2(b)
eine y*-quasibeschrankte Losung von (1.64), d.h. es gilt

Hz("') = So("', #1(7')7 70, 0, 770)

und

pa(T) = €= Ai(7570,€0,m0) 5 H2(T) = 1~ A2(T5 70, €0, M0) -
Damit erhalt man

n = (7)) + (75 70,60, M0) =
so(T, 1(T), 7o, €0, Mo) + A2(T; T0, €05 M0) =

SO(T’ 6 - ’\I(T; To, 60, 770), To, 507 770) + ’\2(7—; To, 607 770) =
= S(T,ﬁ’ 70, 503 770) y

d.h. (1,6,m) € Srocome- Ist nun umgekehrt (7,€,7) € Sr om0, S0 erhdlt man fir u(-) :=
A5 7,6,m) — A(+; 7o, €0, Mo): p ist eine Losung von (1.64) mit

pi(T) =€ = Ai(7570,€0,m0) und  pa(7) = 1 — Ax(7; 70, o, o) -
Mit 5 = s(7, £, 7o, €0, o) erhilt man

pa(1) = 17— A7 70, o5 o) =

S(T7 53 To, EO) 770) - /\Z(T; To, 507 7)0) =
so(T,€— A1(73 70, €0, 70)5 To, €0s o) =
SO(Ta “I(T)y To, 607 770) 9
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d.h. p(-) := A5 7,€,m) — A5 To, €0, o) ist yT-quasibeschrankt. Die Invarianz von S, ¢, », folgt
wie im Beweis von Satz 1.3.1. Damit ist (a) bewiesen. Der Beweis von (b) verlduft vollig analog.
&

Mit diesem Ergebnis 1ifit sich der erweiterte Phasenraum als disjunkte Vereinigung von S- bzw.
R-Faserbiindeln darstellen. Dazu betrachtet man auf der Menge der Losungen von (1.63) die
Aquivalenzrelationen

p~g v & p—vist yTquasibeschrinkt,
pLr~pvo & p— vist v quasibeschrinkt.

Die in Korollar 1.4.1 enthaltenen Charakterisierungen der S- bzw. R-Faserbiindel durch Losun-
gen von (1.63) implizieren die folgenden Aussagen:

e Fiir beliebiges (7o,&0,70) € R X X X ) ist die Aquivalenzklasse von A(+; To, &0, 10) beziiglich
~s gerade das S-Faserbiindel durch (7o, &o, 70)-

e Fiir beliebiges (79, &0, 70) € R X X' X ) ist die Aquivalenzklasse von A(+5 7o, €0, o) beziiglich
~r gerade das R-Faserbiindel durch (7o, &o, 70)-

Zwei S-Faserbiindel sind also entweder disjunkt oder gleich, d.h. der ganze erweiterte Pha-
senraum 1483t sich darstellen als disjunkte Vereinigung von S-Faserbiindeln; analoges gilt fiir
R-Faserbiindel. Fiir die weitere Anwendung dieses Ergebnisses im Hinblick auf topologische
Aquivalenz wird es von groBer Bedeutung sein, “schone” Reprisentantensysteme der beiden
Aquivalenzklassenzerlegungen zu finden. Diese Frage wird im nichsten Abschnitt untersucht.
Zum Abschlufl dieses Abschnittes soll Korollar 1.4.1 speziell auf autonome kontinuierliche
dynamische Prozesse, d.h. auf dynamische Systeme angewandt werden. Wie in Korollar 1.3.2
gezeigt wurde, iibertragen sich Periodizititseigenschaften der rechten Seite von (1.63) auf das
So- bzw. Ro-Faserbiindel. Fiir beliebige S- bzw. R-Faserbiindel gilt diese Aussage nicht mehr:
Ist die rechte Seite von (1.63) periodisch in ¢, so ist die allgemeine Losung von (1.63) natiirlich
im allgemeinen nicht mehr periodisch in ¢, und damit auch nicht die rechte Seite der im Beweis
von Korollar 1.4.1 auftretenden Differentialgleichung der gestérten Bewegung. Fiir die wichtige
Klasse der dynamischen Systeme ist es dennoch moglich, interessante (wenn auch nicht mehr
invariante) Mannigfaltigkeiten im Phasenraum hervorzuheben. Dazu wird im folgenden das
dynamische System

& = Az+ F(z,y)
y = By+G(z,y)

betrachtet, mit Banachrdumen X', Y, linearen Abbildungen A € L(X'), B € L()), und stetigen
Abbildungen F : X XY — X, G : X XY — Y. Dariiberhinaus erfiille (1.65) die Voraussetzungen
von Korollar 1.4.1. Also existieren Abbildungen s : RXAXRXA XY — Yundr: RxY xR x
X x Y — X mit den in Korollar 1.4.1 genannten Eigenschaften. Fiir beliebiges (£5,70) € X x Y
sei

(1.65)

Seome = {(&€,8(0,€,0,60,m0)) : £ € X} die S-Mannigfaltigheit durch (&, n0) und
= {(r(0,1,0,¢,m0),1):n €Y} die R-Mannigfaltigkeit durch (&5, 10).

Offensichtlich ist die S-Mannigfaltigkeit durch (0,0) gerade die Sp-Mannigfaltigkeit von (1.65);
analoges gilt fiir die R-Mannigfaltigkeit durch (0,0). Bezeichnet man die allgemeine Losung
von (1.65) gemif (1.19) mit ¢ : R x X x Y — X X ), so liefert Korollar 1.4.1 die folgenden
Charakterisierungen der eben definierten S- und R-Mannigfaltigkeiten durch beliebiges (&, 70) €
X x Y (vergleiche Abbildung 1.8):

&
m
[=]
I
o

Il
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R
Abbildung 1.8: Anwendung des Korollars auf dynamische Systeme

® S¢o.n0 besteht genau aus den Anfangswerten (¢,7), fir die ¢(-; &, 1) — ¢(-; &, 7o) eine v*-
quasibeschriankte Funktion ist.

® R, besteht genau aus den Anfangswerten (£, 7), fir die ¢(-;&,7) — @(+; £o,0) eine y~-
quasibeschriankte Funktion ist.

Wie bereits erwihnt wurde, sind diese S- und R-Mannigfaltigkeiten im allgemeinen nicht in-
variant im Phasenraum. Dennoch kann man die Wirkung des Flusses von (1.65) auf diese
Mannigfaltigkeiten gut beschreiben. Sei dazu firein T € R

I _{Xxy - X XY
L Em) e e(Ti6,m)

die Zeit-T-Abbildung von (1.65). Ist (o,70) € X x ) beliebig und definiert man (&,7,) :=
T1(&,10), so implizieren die obigen Charakterisierungen der S-Mannigfaltigkeiten: 7 bil-
det S¢,,, stetig auf S, ab, T_g bildet S , stetig auf S ,, ab. Beachtet man noch
Tr(T_r(&n)) = (& n) fiir beliebige (£,7) € X x Y, so folgt unmittelbar (siehe auch Abbil-
dung 1.8):

e Tp bildet S¢, ,, homéomorph auf S, , ab.
e T bildet R, ,, homéomorph auf R, ,, ab.
¢ Die Umkehrabbildung ist in beiden Fillen 7 _;.

Offensichtlich werden die So- und Ro-Mannigfaltigkeiten durch die Zeit-T-Abbildung auf sich
selbst abgebildet. Diese beiden Mannigfaltigkeiten sind also invariant im Phasenraum.
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1.5 Faserungen des erweiterten Phasenraumes

Gegenstand dieses Abschnittes ist die weitere Untersuchung eines kontinuierlichen dynamischen
Prozesses der Form

T = A(t)z+ F(t,z,y)
y = B(t)y+G(tz,y)
Dabei seien A, J wieder beliebige Banachrdume, A: R — L(X), B: R - L(}), F: R x X X
Y5 X und G:Rx A x)Y — Y stetige Abbildungen mit F(¢,0,0) = 0, G(¢,0,0) = 0 auf R.
Ferner gelte wie in Satz 1.3.1 und Korollar 1.4.1:

(1.66)

(H1) Die Ubergangsabbildungen & bzw. ¥ der linearen Prozesse & = A(t)z bzw. § = B(t)y
erfilllen die Abschdtzungen

®(t,s)|| < Kext=*) firalle t> s,
[|®(t,s)]] < KePt=® firalle t<s

mit Konstanten K > 1 und o < .
(H2) Fiir alle t € R und (2,y),(z,§) € X x Y gilt

IIF(t7x’y) - F(t$iv37)||
||G(t,l‘, y) - G(t’j’ y)”

Lilz - z|| + Llly - 9l|
Lilz - || + Llly - gl|

IN A

: B-«a
mit 0 < L < 532,

Wegen Satz 1.1.1 existieren alle Losungen von (1.66) auf ganz R; die allgemeine Losung von
(1.66) sei wieder A(t;7,£,1m) = (M(t;7,&,m), A2(t; 7,€,m)). Ferner sei v := %ﬁ Damit erfiillt
(1.66) die Voraussetzungen von Satz 1.3.1 und Korollar 1.4.1; s¢, 7o seien die Abbildungen aus
Satz 1.3.1, s, r seien die Abbildungen aus Korollar 1.4.1.

Wie im letzten Abschnitt bereits gezeigt wurde, ermdglicht Korollar 1.4.1 eine Zerlegung
des erweiterten Phasenraumes von (1.66) in disjunkte S- bzw. R-Faserbiindel. Die invarianten
Faserbiindel sind dabei Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelationen ~g bzw. ~g. Nun ist eine
Aquivalenzklasse bekanntlich durch eines ihrer Elemente eindeutig festgelegt. Es ist also nur
natiirlich, zwei Familien “schéner” Lésungen von (1.66) zu suchen, die Reprisentantensysteme
fiir diese Zerlegungen bilden. Betrachtet man dazu noch einmal Abbildung 1.8, so drangen sich
zwei Familien geradezu auf: Das Ry-Faserbiindel von (1.66) als Reprasentantensystem fiir die
Zerlegung in S-Faserbiindel, und das So-Faserbiindel als Reprasentantensystem fiir die Zerlegung
in R-Faserbiindel. Daf} diese beiden Familien — unter einer gewissen Zusatzvoraussetzung an
(1.66) — in der Tat Représentantensysteme fiir die angegebenen Zerlegungen bilden, soll in
diesem Abschnitt bewiesen werden. Zunichst jedoch eine Definition:

Definition 1.5.1 Mit obigen Bezeichnungen definiert man:
(a) Die Abbildung fg : R X X X R XY — )Y definiert durch
fH(Ta 57 To, 770) = 5(7—7 5’ To, TO(TO’ T’O)’ 770) ’

fiir beliebige 7,70 € R, £ € X und 1y € Y, heifit horizontale Faserung von (1.66). Die
invariante Menge

FH(TOa 770) = {(T7£’fH(T’§7T0’n0)) ITE ]Rvé € X}

heifit horizontale Faser durch (7o, 70)-
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Abbildung 1.9: Horizontale und vertikale Fasern (Schnitt mit der Hyperebene ¢ = 7,.)

(b) Die Abbildung fy : R XY xR x X — X definiert durch

fV(Ta 7 To, 60) = T(T’ 1, To, EO, 30(T07 EO)) )

fiir beliebige 7,70 € R, §o € X und € Y, heifst vertikale Faserung von (1.66). Die
invariante Menge

FV(7-07£0) = {(T, fV(Tv 7, 7o, 60)1 77) 1T E ]R, n € y}

heifit vertikale Faser durch (7o, &o)-

Einige Bemerkungen sollen diese neuen Begriffe naher erliutern. Seien dazu 7o € R und &, € X
beliebig. Dann ist (7o, &0, S0(70,&0)) €in Punkt des So-Faserbiindels von (1.66) und es gilt:

¢ Das S-Faserbiindel durch diesen Punkt besteht gemifi Korollar 1.4.1 aus den Losungen
p von (1.66), fiir die die Differenz pu — A(+; 7o, €0, So(70, &) eine y*-quasibeschrinkte Ab-
bildung ist. Da A(:; 7o, &0, So(70,&0)) bereits selbst y*-quasibeschrankt ist, besteht das
S-Faserbiindel durch (7o, &, So(7o,€0)) also aus allen y*-quasibeschrinkten Losungen von
(1.66), d.h. es ist das So-Faserbiindel von (1.66).

e Das R-Faserbiindel durch diesen Punkt ist gemifi obiger Definition die vertikale Faser
FV(T07 EO)‘

Analoge Aussagen gelten fiir Punkte auf dem Ry-Faserbiindel von (1.66). (Vergleiche auch
Abbildung 1.9. Um dreidimensionale Bilder zu vermeiden, ist nur der Schnitt des erweiterten
Phasenraumes mit der Hyperebene t = 7, abgebildet.)

Fir autonome, endlichdimensionale Differentialgleichungen stimmt die oben definierte ver-
tikale Faserung im wesentlichen mit der vertikalen Faserung in KIRCHGRABER, PALMER [19]
iiberein, falls die Eigenwertrealteile der Matrix A nichtpositiv, die Eigenwertrealteile der Matrix
B positiv sind. (Die horizontalen Faserungen sind jedoch verschieden!)

Méchte man nun zeigen, dafl die horizontalen bzw. vertikalen Fasern eine invariante Zerlegung
des erweiterten Phasenraumes von (1.66) bilden, ist zunichst zu untersuchen, ob verschiedene
Fasern auch stets disjunkt sind. Diese Frage wird im folgenden Lemma beantwortet.
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Abbildung 1.10: Ein Problem bei der Faserung (Schnitt mit der Hyperebene t = 7,.)

Lemma 1.5.2 Gegeben sei der Prozeff (1.66) mit den eingangs aufgefiihrten Voraussetzungen.
Dann gilt fir beliebiges 7 € R:

(a) Fir beliebige 1y,7m;, € ¥ mit 17y # 1, sind die horizontalen Fasern Fy(r,7n,) und Fy(7,m2)
disjunkt, d.h. Fy(t,m)N Fy(r,n;) = 0.

(b) Fir beliebige &;,£, € X mit & # & sind die vertikalen Fasern Fy(7,£;) und Fy(r,6,)
disjunkt, d.h. Fy(1,&) N Fy(1,8)=0.

Beweis: Es wird nur die Aussage (a) behandelt; (b) wird vollig analog bewiesen. An-
genommen, es existiert ein { € X mit (7,§, fu(r,&,7,m)) = (7, fu(r,&,7,m2)). Sei 5 :=
fu(r.&,mom) = fu(r,6,7,m2), & = ro(T,m) und & := ro(7,7;). Dann sind die Funktionen
A5 1,6,m) = A5 7, &, m) und A(s 7, €, 1) — A(+ 7, €, 112) wegen Korollar 1.4.1 y-quasibeschrankt,
und damit auch A(:;7,&2,m2) — A(5 7, &0, 11)-

Andererseits sind A(+; 7, &3, 72) und A(+; 7, &, 71) nach Konstruktion y~-quasibeschrinkt, d.h.
A(551,€2,m2) — A(+; 7, &1, ) ist Yy~ -quasibeschrankt.

Somit ist A(+; 7, &3, 712) — A(+; T, &1, 1) eine y-quasibeschrinkte Losung der Differentialgleichung
der gestorten Bewegung zur Losung A(+; 7,&y, 1) von (1.66). Mit Satz 1.3.1(c) erhilt man hieraus
At 7,€2,m2) — A(t;7,&,m) = 0 auf R, und damit 7; = 7, im Widerspruch zur Voraussetzung.

&

Dieses Lemma ermoglicht eine erste Aussage liber die horizontale bzw. vertikale Faserung des
erweiterten Phasenraumes von (1.66): Jeder Punkt des erweiterten Phasenraumes liegt auf
hochstens einer horizontalen und hochstens einer vertikalen Faser. Ziel dieses Abschnittes ist
der Nachweis, dafl jeder Punkt (7o,&o,70) des erweiterten Phasenraumes auf genau einer ho-
rizontalen und genau einer vertikalen Faser liegt. Das ist offensichtlich genau dann der Fall,
wenn das S-Faserbiindel durch (7o, &, 70) das Ro-Faserbiindel von (1.66), und das R-Faserbiindel
durch (79,&o,70) das So-Faserbiindel von (1.66) schneidet — und da konnten sich Probleme er-
geben: Die angegebenen Faserbiindel erfiilllen zwar eine globale Lipschitz-Bedingung, doch fiir
eine Lipschitz-Konstante grofer als 1 ist es moglich, dafl sich die Faserbiindel nicht schneiden
(vergleiche Abbildung 1.10).
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Dieses Problem lafit sich jedoch sehr leicht aus der Welt schaffen. Die in Satz 1.3.1 und
Korollar 1.4.1 angegebenen globalen Lipschitz-Konstanten von sg, rg, s und 7 besitzen ndmlich
die angenehme Eigenschaft, daf§ sie fir L — 0 ebenfalls gegen 0 konvergieren. Wahlt man also
L so klein, dafl die globalen Lipschitz-Konstanten von sq, 79, s und = kleiner als 1 sind, so miifite
jeder Punkt des erweiterten Phasenraumes von (1.66) auf genau einer horizontalen und genau
einer vertikalen Faser liegen. Den Beweis dieser Vermutung erbringt der folgende Satz.

Satz 1.5.3 Gegeben set wieder der kontinuterliche dynamische Prozefs

¢ = Alt)z+ F(t,2,y)

i = B(t)y+G(tz.y) (1.67)

mit den zu Beginn dieses Abschnittes aufgefihrten Figenschaften. Dardberhinaus erfille die
Konstante L die folgende Abschdtzung:

0<L<C(K,ap):= %(2+K—\/4+K2) (1.68)
Dann gqilt:

(a) Es existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung F, = (F11,F12) 1 R XX XY - X x )Y,
so dap fir beliebige (70,&0,70) € R X X X Y die Beziehungen

(To,fo,ﬁo) € FV(To,fu(To,Eoﬂ?o)) und
(T0,€0:m0) € Fu(1o, F12(70, 0, M0))

erfillt sind. Jeder Punkt des erweiterten Phasenraumes von (1.67) liegt demnach auf
genau einer horizontalen und genau einer vertikalen Faser. Die Abbildung F, ist stetig,
fiir alle T € R gilt F,(7,0,0) = (0,0), und man erhdlt ferner: Ist u eine beliebige Lésung
von (1.67), so ist Fy(-, u(-)) eine Lésung des entkoppelten Prozesses

& = A(t)r + F(t,z,s0(t, 7))

B(t)y + G(t,7o(t,¥), y) (1.69)

.
i

(b) Es ezistiert eine stetige Abbildung F, : R x & X Y — X X ), so daff fir beliebiges
(T0,€0,M0) € R X X XY der Punkt (1o, F2(T0,€0,70)) der eindeutig bestimmte Schnittpunkt
der horizontalen Faser Fg(To,10) mit der vertikalen Faser Fy(1o,&) in der Hyperebene
t = 1o ist. Insbesondere gilt also Fy(1,0,0) = (0,0) fir alle T € R. Ferner erhdlt man: Ist
v eine Losung des entkoppelten Prozesses (1.69), so ist Fy(-,v(-)) eine Lésung von (1.67).

(c) Fir beliebiges T € R sind die Abbildungen F(,-,-) und Fy(7,-,) einander invers, also
Homdéomorphismen auf X x Y. Damit sind die Prozesse (1.67) und (1.69) topologisch
dquivalent.

(d) Sind die Abbildungen A, B, F und G in (1.67) periodisch in t mit Periode © > 0, so
sind auch die Abbildungen F, und F, periodisch in t mit Periode ©. Ist (1.67) insbe-
sondere autonom, dann sind die Abbildungen F, und F, von t unabhdngig, und damit
Homdéomorphismen auf X X ).
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Abbildung 1.11: Die Abbildungen F; und F, (Schnitt mit der Hyperebene t = 7.)

Bemerkung: Die in (1.68) angegebene Bedingung an L ist eine Verschirfung der zu Beginn
dieses Abschnittes aufgefiihrten Bedingung, es gilt ndmlich fiir beliebige K > 1:

f—a
4K
Die genaue Gréflenordnung von C(K, a, ) 1a8t sich der folgenden Ungleichung entnehmen:
(8- V5)(B-a) f-e
4K? 2K?
Ferner wurde (1.68) gerade so gewdhlt, daB8 die folgende Abschitzung erfiillt ist:
2K*L(B - a—2KL) <1
(B-a)(B-a-4KL)
Diese Abschatzung wird im nun folgenden Beweis von Satz 1.5.3 eine entscheidende Rolle spielen:

insbesondere erhilt man bereits jetzt mit den Aussagen von Satz 1.3.1, daff die Abbildungen s,
und ro gleichméBige Kontraktionen sind, d.h. fiir beliebige t € R, z,7 € X und y,7 € Y gilt

C(K,a,p) <

< C(K,a,p) <

fir K>1.

(1.70)

Iso(t,2) — sa(t, B)]| < qllz— 2] )

llro(t,9) = ro(t, DIl < glly - 9l|
. e 2K?L(B—a-2KL)
mit ¢ = G ) (F-a—4KL)
Beweisen zum (klassischen bzw. verallgemeinerten) Satz von Hartman-Grobman.

< 1. Diese Abschitzungen vereinfachen einige Ungleichungen in den

Beweis: Der Beweis benutzt ausgiebig das gleichmiBige Kontraktionsprinzip; es wird im An-
hang bewiesen (Satz A.2.2).

(a) Sei (70,&0,70) € R X & x Y beliebig. Zunichst soll gezeigt werden, daf§ (7o, &, 70) auf genau
einer vertikalen Faser Fy (7o,£) liegt. Betrachte dazu die Abbildung

T - AXBRXAXY — X
! (6’ To, €0a 770) = T(TOaSO(T0’§)7 To, 607 770)



1.5. FASERUNGEN DES ERWEITERTEN PHASENRAUMES 45

Abbildung 1.12: Die Abbildung T (Schnitt mit der Hyperebene t = 75.)

Ty ist wegen der Stetigkeit von r und s, stetig und es gilt fiir beliebige 7o € R, &, &;,&, € X,
7o € Y mit Satz 1.3.1 und Korollar 1.4.1:

2K?L(— a—~2KL)
(B—a)—a—4KL)
( 9K?L(B — o — 2K L)
T \(B-a)(f-a—-4KL)
Wegen (1.70) ist T; eine gleichmiflige Kontraktion und besitzt gemaf Satz A.2.2 fiir beliebiges

(70, €0, 10) einen eindeutig bestimmten Fixpunkt Fy,(79,&0,70) in X', und Fy; ist stetig. Nun ist
€ € X genau dann ein Fixpunkt vor T(:, 7o, &0, 70), Wwenn gilt:

[|Ty(&1, 705 €0y 0) — T1(€25 70, &0, 0)|| < 150(70,€1) = s0(70,&2)|| <

)2 16~ &l

{= 7'(7'0, 30(7'0,5)7 70, &0, 770) < (To,f, 30(7'0,5)) € R'ro,fo,r;.) Aad (7'0,50,770) € FV(To,f) .

Mit anderen Worten: ¢ ist genau dann ein Fixpunkt von T(-, 7o, o, 70), wenn (7q,&o,70) auf
der vertikalen Faser Fy(7o,£) liegt. Beachtet man noch, da8 fiir £ = 0, g, = 0 der Fixpunkt
offensichtlich £ = 0 ist, so erhdlt man F1;(7,0,0) = 0. Damit ist die erste Aussage von (a)
bewiesen. Vollig analog zeigt man, daB jeder Punkt (7o,&o,70) des erweiterten Phasenraumes
auf genau einer horizontalen Faser Fy (7o, F12(7o, €0, 70)) liegt, mit einer stetigen Abbildung F,,
und F;5(79,0,0) = 0.

Bleibt nur noch zu zeigen, da8 F, := (Fyy, F1,) Lésungen von (1.67) auf Lésungen von (1.69)
abbildet. Sei dazu g = (pq,p2) eine beliebige Losung von (1.67) mit & := u;(70) und 7o :=
12(70). Definiert man

§ = Fulro,60,m0) und v(t) := A(t;70,€, 50(70,€))

so ist v wegen der obigen Konstruktion von F;; eine y*-quasibeschriankte Losung von (1.67) und
p—v ist y~-quasibeschrankt. Sei nun 7 € R beliebig. Setzt man £* := F (7, p1(7), #2(7)), dann
ist £* der eindeutig bestimmte Punkt in X, fir den p — A(:; 7, €7, 80(7,£*)) v~ -quasibeschriankt
ist. Wegen der obigen Definition von v als Losung auf dem invarianten So-Faserbiindel von
(1.67) und der v~ -Quasibeschranktheit von p — v gilt somit v = A(:; 7, €%, so(7,£*)), d.-h. vy(7) =
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F

H(IOITIO)

g €

Abbildung 1.13: Die Abbildung T} (Schnitt mit der Hyperebene ¢ = To.)

& = Fulr,pi(7), u2(7)) fiir beliebiges 7 € R. Da v auf dem S,-Faserbiindel von (1.67) liegt,
ist v5(7) = so(7,v1(7)) auf R und damit ist »; = Fy;(-, p(-)) eine Losung des kontinuierlichen
dynamischen Prozesses

i = A(t)z + F(t,z,s0(t,2)) .

Vollig analog zeigt man, dafl (-, p(-)) eine Losung von
9= B(t)y + G(t,mo(t,9),y)
ist. Damit ist (a) vollstindig bewiesen.

(b) Sei (1o, €0, Mo) beliebig. Zunichst soll gezeigt werden, daB die Fasern Fy(10,&) und Fy(70,70)
genau einen Punkt in der Hyperebene ¢t = 75 gemeinsam haben. Definiere dazu

T . AXYXRXX XY — X x)Y
2. (&, 7,70, €05 M0) = (fv(70,1,70,&0), fu(70,€, 70, M0))
wobei der Raum X’ X Y mit der Norm [[|(z, y)||| := ||z|| + ||y|| versehen wird. (Offensichtlich ist

A" x Y mit dieser Norm ein Banachraum.) T, ist wegen der Stetigkeit von f, und fy stetig und
es gilt fiir beliebige 7 € R, &, £&1,&2 € X, 10, 71,72 € YV mit Korollar 1.4.1:

N T2(&, 1, 70, €0, 0) — Ta(&2, 2, To, &0, o)l =
= || fv (70, m, 70, &) — fv (7o, 2, o, Ell + || fu (70, &1, 70, M0) — fu(70,&2, 70, m0)l| <
2K?L(B — o — 2K L)
S Gom—aarp e =&l + i - i) =
2K?L(f - a—2KL)
- (ﬁ—a)(ﬂ—0—4.[(.[/)'”(61’”1)—-(62’7]2)”! .
Wegen (1.70) ist T; eine gleichmifige Kontraktion und besitzt gemi Satz A.2.2 fiir beliebiges
(70, €0, 70) einen eindeutig bestimmten Fixpunkt Fy(7o, &, 70) in X' x Y. Ferner ist F, stetig und
(&,7) ist genau dann ein Fixpunkt von Ty(-, -, 70, &0, M), Wenn gilt:

6 - fV(T07 7, To, EO) lllld n= fH(TO, 6, To, 770)
& (TO’ 67 T]) € FV(TO,€O) und (T0,€7 77) € FH(TO’ 770) 9
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d.h. wenn (79,&,n) ein Schnittpunkt der Fasern Fy(7o,&) und Fy(7,7) in der Hyperebene
t = 7o ist. Damit ist die erste Aussage in (b) bewiesen. Die zweite Aussage erhilt man leicht
durch eine dhnliche Uberlegung wie in (a).

(¢) Gemifl Konstruktion ist F(7o,&0,70) der eindeutig bestimmte Schnittpunkt der Fasern
Fy(70,&) und Fy(7o,70) in der Hyperebene t = 7. Andererseits sind fiir beliebiges (7, &1, m;)
im erweiterten Phasenraum Fy (11, F11(71,&,m)) und Fy(7y, Fiz(71,&1,m)) die eindeutig be-
stimmten vertikalen und horizontalen Fasern, die (7, &y, 1) enthalten. Daraus folgt unmittelbar
Fi(r, Fa(r, €, m) = (&, m) und Fao(r, F1(7,€,m)) = (€, 1) fir beliebige 7 € R, £ € X und n € Y.

(d) Die letzte Aussage von Satz 1.5.3 folgt wie im Beweis von Korollar 1.3.2. <&

Mit Satz 1.5.3 ist man iiber das urspriingliche Ziel dieses Abschnittes etwas hinausgeraten: Die
Konstruktion zweier Reprasentantensysteme fiir die Zerlegungen des erweiterten Phasenraumes
lieferte als “Nebenprodukt” gewisse Aussagen iiber die topologische Aquivalenz des gegebenen
(gekoppelten) Prozesses zu einem entkoppelten ProzeB, der im wesentlichen das Verhalten des
urspriinglichen Prozesses auf dem Sp- und dem Ry-Faserbiindel beschreibt.

Diese Aussagen haben jedoch eine Reihe interessanter Anwendungen — und die sollen in
den verbleibenden Abschnitten dieses Kapitels vorgefiihrt werden.

Erwihnenswert ist in jedem Fall, daBl die zentralen Ergebnisse iiber invariante Faserbiindel
durch Losungen und Faserungen des erweiterten Phasenraumes leichte Folgerungen aus dem
Hauptsatz 1.3.1 iiber invariante Faserbiindel sind; die Beweise verwenden nur die Differential-
gleichung der gestorten Bewegung und das gleichmifige Kontraktionsprinzip. Dariiberhinaus
ist es fiir die Entwicklung der Theorie unerlafilich, nichtautonome Differentialgleichungen zu
behandeln: Der Ubergang zur Differentialgleichung der gestérten Bewegung in Korollar 1.4.1 ist
im Rahmen einer rein autonomen Theorie nicht moglich.

1.6 Das Reduktionsprinzip

Als erste unmittelbare Folgerung aus der in den letzten Abschnitten entwickelten Theorie soll
in diesem Abschnitt das Reduktionsprinzip vorgestellt werden, das im Fall autonomer endlich-
dimensionaler Differentialgleichungssysteme auf PLiss [25] und KELLEY [18], sowie im nichtau-
tonomen Fall auf AULBACH [2] zuriickgeht. Das Reduktionsprinzip ermdoglicht es, bei gewissen
kontinuierlichen dynamischen Prozessen Stabilitdtsuntersuchungen auf reduzierte Prozesse, mit
im allgemeinen geringerer Dimension, zuriickzufiihren. Die genauen Ergebnisse beinhaltet der
folgende Satz.

Satz 1.6.1 (Reduktionsprinzip) Gegeben sei der kontinuierliche dynamische Prozefd

A(t)z + F(t,z,y)
B(t)y + G(t,z,y)

&
y

(1.72)

mit Banachriumen X, Y, sowie stetigen Abbildungen A : R — L(X), B: R — L(Y), F
RxXXxY—-X,G:RxXxY—Ymnit F(t,0,0) =0, G(¢,0,0) = 0 auf R. Ferner gelte:

(H1) Die Ubergangsabbildungen & bzw. U der linearen Prozesse © = A(t)z bzw. § = B(t)y
erfillen die Abschdtzungen

[|®(2,8)]] < Ke*'=" firalle t>s,
[|®(t,8)]] < KePU=9 firalle t<s

mit Konstanten K > 1 und a < § < 0.
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(H2) Fir allet € R und (z,y),(Z,§) € X X Y gilt

|F(t,2,y) - F(t,Z,9)l| < Lllz - 2|[+ Lily - gl
IG(t,z,y) - G(t, 2,9l < Lllz—=z||+ Llly - gl

mit 0 < L < C(K,a, ). (Vergleiche (1.68).)

Mit v := %ﬁ < 0 erfillt dann (1.72) die Voraussetzungen von Satz 1.8.1; ro sei die zum

Ro-Faserbindel gehorige Abbildung. Neben (1.72) betrachtet man den sogenannten reduzierten
Proze$

y = B(t)y + G(ta rO(tv y)7 y) (1'73)

Dann ezistiert eine eindeutig bestimmte Abbildung R : R x A X Y — Y, so daf fiir beliebiges
(T()yEO’ 770) ceR x X x )7 gilt:

Bezeichnet A = (A, A2) : R —» X X Y die Losung von (1.72) mit A(1o) = (&o,1m0) und p :
R — Y die Lésung von (1.78) mit u(ro) = R(7o,&0,M0), so sind fir alle t > 1o die folgenden
Abschdtzungen erfillt:

IA(E) = rolt, p()]] < ( 4K3 L2

Bt - —a—4KD)

2K°L(B - o - 2K L) e
(B-—a)f-—a-4KL) 1€o — T0(T0, R(70, €05 m0))1| € ).

Mit anderen Worten: Es existiert eine eindeutig bestimmte Losung auf dem Ry-Faserbiindel von
(1.72), der sich X fiir t — oo exponentiell anndhert, ndmlich (ro(-, pu(-)), 1(+)).

) |1€0 = ro(T0, R(T0, o, 10))|| €777

[Xa(t) — (@I <

Damit ist die triviale Losung von (1.72) genau dann stabil (instabil, asymptotisch stabil), wenn
die triviale Lésung von (1.73) stabil (instabil, asymptotisch stabil) ist.

Die Abbildung R ist stetig und es gilt ferner: Ist die rechte Seite von (1.72) periodisch in t mit
Periode O, so ist auch R periodisch in t mit Periode ©. Speziell fir dynamische Systeme ist
also R unabhdngig von t.

Bemerkung: Fiir endlichdimensionale dynamische Systeme lautet die Voraussetzung (H1):

Omax(4) <0 und op,;,(B)>0.

Die Aussagen des Satzes fiir dynamische Systeme sind in Abbildung 1.14 dargestellt.

Beweis: Der Prozef (1.72) erfiillt die Voraussetzungen von Satz 1.3.1 und Satz 1.5.3; F, :
Rx X x)Y — )Y sei die Abbildung aus Satz 1.5.3. Definiert man R(7o, &0, 70) := F12(70, &0, 70) und
bezeichnet u die Losung von (1.73) mit u(7o) = R(7o, €0, 7o), 50 impliziert Satz 1.5.3 unmittelbar,
dasB (ro(-, st(+)), (-)) die eindeutig bestimmte y~-quasibeschrankte Losung von (1.72) ist, fiir die
gilt:

AC) = (ro(+, (+)), u(+)) ist y*-quasibeschrankt.
Diese Funktion ist also eine y*-quasibeschrinkte Losung der Differentialgleichung der gestorten

Bewegung zu A von (1.72). Wendet man jetzt Satz 1.3.1(a), (%) auf diese Differentialgleichung
der gestorten Bewegung an, erhélt man die oben behaupteten Abschitzungen.

Die Aussagen zur Periodizitit von R sind direkte Konsequenzen aus Satz 1.5.3(d). &
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Abbildung 1.14: Das Reduktionsprinzip

Ein Beispiel soll das Reduktionsprinzip zum Abschlufl dieses Abschnittes veranschaulichen. Be-
trachte dazu das ebene autonome System

T = —6z+y

. . . (1.74)
Yy = sinz —siny

Dieses System erfiillt die Voraussetzungen von Satz 1.6.1 mit A = —6, F(z,y) =y, B =0,
G(z,y) =sinz —siny, K =1,a = =6, 8 = 0 und L = 1. Das Phasenportrait von (1.74) ist
in Abbildung 1.15 dargestellt. Um Verzerrungen im Mafistab zu vermeiden, wurden die z- und
die y-Achse miteinander vertauscht. Man erkennt sehr schén, daf$ sich jede Losung exponentiell
einer Losung auf dem Ro-Faserbiindel von (1.74) annihert.

1.7 Die Satze von Hartman-Grobman

Als zweite Anwendung der Faserungen des erweiterten Phasenraumes werden in diesem Ab-
schnitt der klassische und der verallgemeinerte Satz von Hartman-Grobman fiir kontinuierliche
dynamische Prozesse bewiesen. Der klassische Satz zeigt, daB gewisse nichtlineare Prozesse zu
einem linearen Prozef topologisch dquivalent sind, der verallgemeinerte Satz behandelt eine
groflere Klasse dynamischer Prozesse, erreicht aber im allgemeinen nur eine teilweise Linearisie-
rung.

1.7.1 Vorbereitende Ergebnisse

Zum Beweis der Sitze werden — neben den Ergebnissen der bisherigen Abschnitte — noch zwei
weitere Lemmata bendtigt, die im wesentlichen der Arbeit von PALMER [23] entnommen sind. In
den Beweisen werden nur die Ergebnisse iiber quasibeschrinkte Abbildungen aus dem zweiten
Abschnitt dieses Kapitels verwendet.
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Abbildung 1.15: Ein autonomes Beispiel zum Reduktionsprinzip

Lemma 1.7.1 Gegeben seien die kontinuierlichen dynamischen Prozesse

= A(t)z + f1(t,z) (1.75)

und

i = A(t)z + fo(t, ) (1.76)

mit einem Banachraum X, stetigen Abbildungen A:R — L(X) und f1,f, : Rx X — X. & sei
die Ubergangsabbildung des linearen Prozesses ¢ = A(t)z, \D(t;1,£) sei die allgemeine Losung
von (1.75), XB(t,7,£) die allgemeine Losung von (1.76). Ferner gelte fir beliebige t,s € R,
z,T € X:

ll2(t,s)l| < Ke == fur t>s, (L.77)
WAt <M und ||fu(t,z) - fi(t,2)]| < L||z - 2], (1.78)
(620 <M und || folt,z) - fo(t,2)|| < L||z — 2|, (1.79)

mit Konstanten K > 1, a >0, M >20und 0 < L < £.

Dann eristiert eine eindeutig bestimmte Abbildung £ : R X X — X, so daf fir beliebige 1o € R
und {o € A gilt:
AD(: 10, L(70,€0)) — AD(570,&0)  ist beschrdnkt. (1.80)

Dariberhinaus besitzt £ die folgenden Eigenschaften:
(a) L ist stetig.
(b) Fir beliebige T € R und £ € X gilt

2KM
a—- KL

(7, 8) = €l < (1.81)

(c) Ist p eine Léosung von (1.75), so ist L(-, u(-)) eine Losung von (1.76).
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(d) Sind A, f; und f; periodisch in t mit Periode ©, so auch L.

Beweis: Wegen Satz 1.1.1 — unter Verwendung von (1.78) und (1.79) — existieren alle Losun-
gen der beiden obigen Prozesse auf ganz R. Betrachte nun den vom Parameter (7o,£) € R x X
abhingigen Proze

& = Az + fa(t,z + AD(t; 70, &0)) — fult, AV (2570, &0)) (1.82)
mit allgemeiner Losung A®)(¢;7,£,7,&). Definiert man

f(t,z,70,&) = fa(t,z+ AD(t: 10, &) — folt, APt 70, &0))
fo(t, To,fo) = fz(t’ A(l)(t; Tmfo)) - fl(t’ A(l)(t; 70,€0)) »

so erfiillt (1.82) die Voraussetzungen von Lemma 1.2.2:
e Fiir beliebige t,s € R mit t > s gilt ||®(¢, s)|| < Ke¥(*~*) wobei & := —a. (Wegen (1.77).)

e Fiir beliebige t,7 € R und z,%,& € X ist f(¢,0,70,&) = 0 und ||f(t,z,70,6) —
f(t,Q_I,T(),fo)” S Llll""i’”

o fo(+y70,&o) ist gleichmiBig vy-quasibeschrinkt mit v := 0, d.h. beschrankt. Man erhilt
namlich aus (1.78) und (1.79):

||f0(t, TO’EO)H S 2M fur beheblge t, To € IR, , 50 c X . (183)
Die Ungleichung 0 < L < & impliziert schliefllich v > & + K L.

Gemif Lemma 1.2.2 existiert also eine eindeutig bestimmte Abbildung b: R x R x X — &, so
daf fiir beliebige 7,75 € R und &, € X gilt:

A®(e: 7,b(T, 7o, &), To, &) ist beschrinkt. (1.84)

Dariiberhinaus ist b stetig und (1.28) liefert mit (1.83):
2KM

a— K

[|6(T, 7o, &0)|| < fiir beliebige 7,70 € R, & € X . (1.85)

Nun ist aber — wie man leicht sieht — eine Funktion v : R — X’ genau dann eine Losung von
(1.82), wenn v(-) + AV(+; 7, &) eine Losung von (1.76) ist. Die zu (1.80) gehorige Aussage des
Lemmas ist damit der folgenden Aussage dquivalent:

Es existiert eine eindeutig bestimmte Funktion B : R x X — X, so daf fir alle 7o € R und
fo eX gilt:
MO (s 79, B(To,&0), To, £0) st beschrdnkt. (1.86)

Zuischen L und B besteht dann die folgende Beziehung:
L(r,6) =€+ B(r,€) fir beliebige Te€R, € X . (1.87)

Setzt man jetzt B(7o,&o) := b(70, 7o, &), s0 folgt (1.86) unmittelbar aus (1.84), und durch (1.87)
wird die eindeutig bestimmte Funktion £ definiert, die der Bedingung (1.80) geniigt. Auch die
restlichen Aussagen des Lemmas erhilt man nun leicht:

(a) Die Stetigkeit von £ folgt aus der Stetigkeit von b und den Definitionen von B und L.
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(b) Die Abschitzung (1.81) folgt aus (1.85), (1.87) und der Definition von B.

(c) Sei nun p die Losung von (1.75) mit p(7o) = &. Setze v(t) := AB(¢; 19, L(70,&)). Dann ist v
eine Losung von (1.76) und v — p ist beschrankt. Sei weiter 7 € R beliebig und &* := L(7, u(7)).
Nach dem bereits Bewiesenen ist £* der eindeutig bestimmte Punkt in X, fiir den

AP €)= AD( 7, u(r))  beschrankt ist.
Nun gilt aber wegen (1.9):
At 7, u(r)) = X0t 7, A7 70, &) = AV (E 70, 60) = a(1)

und v ist eine Lésung von (1.76), fiir die ¥ — p beschrinkt ist. Also ist v(t) = A®(+;7,£), und
damit v(7) = £*. Beachtet man noch die Definition von £*, so gilt fiir beliebige 7 € R:

y(r) = L(m,u(7))
d.h. £(-,u(+)) ist eine Losung von (1.76).

(d) Seien abschlieBend A, f;, f, periodisch in ¢ mit Periode © und 7 € R, { € & beliebig.
Definiere

pr(t) == A 7,6) und 0y (1) := XD, 7, L(7,£)) .
Dann ist v, — p; beschrinkt. Sei ferner
pz(t) = m(t—0) und wy(t) :=vi(t - O).

Wegen der vorausgesetzten Periodizitit von A, f; und f; sind auch g, und v, Losungen von
(1.75) bzw. (1.76). Mit dem bereits Bewiesenen folgt aus der Beschranktheit von v; — ps:

L(T+0,6) =L(T+0,u(T+0)) =1n(r+0) =1(r)=L(r,§).
Damit ist alles bewiesen. <&

Das nun folgende Lemma gibt Bedingungen an, unter denen ein kontinuierlicher dynamischer
ProzeB zu einem linearen Prozef topologisch dquivalent ist. Dieses Lemma wird — in Verbindung
mit Satz 1.5.3 — unmittelbar die Sitze von Hartman-Grobman implizieren.

Lemma 1.7.2 Fir beliebige K > 1, o > 0, M > 0 und 0 < L < & gelten die folgenden
Aussagen:

(a) Gegeben sei der kontinuierliche dynamische Prozef§

= A(t)z + f(t,2)] (1.88)

und der zugehorige lineare Prozefl
&= A(t)x (1.89)

mit einem Banachraum X, sowie stetigen Abbildungen A : R — L(X) und f : RxX — X.
® sei die Ubergangsabbildung von (1.89). Ferner gelte fir beliebige t,s € R, r,7 € X':

18(t,9)|| < K™= fiir ¢t>,

[f(t, 2| <M und ||f(t,2) - f(t,2)]] < Li|lz - z]| .
Dann ezistieren stetige Abbildungen H,H : R x X — X mit folgenden Eigenschaften:
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(i) Ist p eine Losung von (1.88), so ist H(-, pu(-)) eine Losung von (1.89).
(4) Ist v eine Losung von (1.89), so ist H(-,v(-)) eine Lésung von (1.88).

(i5i) Fiir beliebiges T € R. sind die Abbildungen H(,-) und H(r,-) einander invers, mithin
Homéomorphismen auf X.

(i) Sind A und f periodisch in t mit Periode ©, so auch H und H.

Die kontinuierlichen dynamischen Prozesse (1.88) und (1.89) sind also topologisch dqui-
valent.

(b) Gegeben sei der kontinuierliche dynamische Prozef

y=B(t)y +9(t,y) (1.90)

und der zugehdrige lineare Prozefs

i = B(t)y (1.91)

mit einem “Banachmum Y, sowie stetigen Abbildungen B: R — L(Y)undg:RxY — ).
¥ sei die Ubergangsabbildung von (1.91). Ferner gelte fir beliebige t,s € R, y,y € V:

1%(t, )| < Ke*=9) fir t<s,

lg(t, 9l < M und |lg(t,y) - g(t, 9l < Lily - 9ll .

Dann ezistieren stetige Funktionen H,H : R x Y — Y mit folgenden Eigenschaften:

(i) Ist u eine Losung von (1.90), so ist H(-, u(-)) eine Lésung von (1.91).
(#) Ist v eine Lésung von (1.91), so ist H(-,v(-)) eine Lésung von (1.90).
(i#i) Fir beliebiges T € R sind die Abbildungen H(r,-) und H(r,-) einander invers, mithin
Homdoomorphismen auf ).

(v) Sind B und g periodisch in t mit Periode ©, so auch H und H.

Die kontinuierlichen dynamischen Prozesse (1.90) und (1.91) sind also topologisch dqui-
valent.

Beweis: Es wird nur (a) bewiesen; (b) kann mittels Zeitumkehr leicht auf (a) zuriickgefiihrt
werden.

Anwendung von Lemma 1.7.1 mit f,(¢,z) := f(¢,z) und f,(¢,2) := 0 liefert eine stetige Abbil-
dung H mit den in (i) geforderten Eigenschaften. Die Aussagen in (iv) zur Periodizitit von H
folgen aus Lemma 1.7.1(d).

Anwendung von Lemma 1.7.1 mit fi(t,z) := 0 und fo(t,z) := f(t, z) liefert eine stetige Abbil-
dung ‘H mit den in (ii) geforderten Eigenschaften. Die Aussagen in (7v) zur Periodizitit von H
folgen wieder aus Lemma 1.7.1(d).

Bleibt nur noch (%) zu zeigen. Zu diesem Zweck wendet man ein drittes Mal Lemma 1.7.1
an, diesmal mit f,(t,z) := f(t,z) und fo(t,2) := f(t,z). Bezeichnet A(#;7,§) die allgemeine
Losung von (1.88), dann existiert eine eindeutig bestimmte Funktion £ : R x & — X, so daf
fiir beliebige 7 € R und £ € X’ gilt:

A1, L(T,6)) — A(+;7,€)  ist beschrankt.
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Offeusichtlic}l ist also £(7,€) = € auf R x A". Andererseits erhédlt man aus der obigen Definition
von ‘H und H fiir beliebige 7 € R und £ € A™:

(-, T)H(T, &) — A(+; 7, ) ist beschrinkt,

und ebenso:

Al T, 7:((7', H(r,£))) — (-, 7)H(7,€) ist beschrankt.
Zusammmen gilt also fiir beliebige 7 € R und £ € &
AT, H(r, H(T, €))) = A(; 7, €)  ist beschrinkt.
Die Eindeutigkeitsaussage in Lemma 1.7.1 impliziert sofort
H(r,H(r,€)) = L(1,6) =€ auf RxX.

Analog zeigt man H(7, H(7,£)) = £ auf R x X. Damit ist das Lemma bewiesen. &

Bemerkung: Erfiillen die Abbildungen f und g in Lemma 1.7.2 fiir alle ¢t € R die Beziehungen
f(t,0)=0 und g¢(¢,0)=0,
d.h. besitzen (1.88) und (1.90) die triviale Losung, so folgt aus obigem Beweis sofort:
H(t,0)=0 und H(t,0)=0 firalle teR. (1.92)

(In diesem Fall ist ndmlich die triviale Losung der gestorten Prozesse die eindeutig bestimmte
beschrinkte Losung.)

Jetzt stehen alle Hilfsmittel zur Verfiigung, um die bereits angekiindigten Satze von Hartman-
Grobman fiir kontinuierliche dynamische Prozesse zu beweisen.

1.7.2 Der klassische Satz von Hartman-Grobman

Wie bereits erwihnt wurde, geht der klassische Satz im autonomen, endlichdimensionalen Fall
auf HARTMAN [12, pp. 244f] und GROBMAN [10] zuriick; PALMER [23] iibertrug das Ergebnis
auf nichtautonome Differentialgleichungen.

Auch wenn der nun folgende klassische Satz von Hartman-Grobman ein Spezialfall des im
nachsten Abschnitt behandelten verallgemeinerten Satzes von Hartman-Grobman ist, soll er
dennoch explizit aufgefiihrt und bewiesen werden. Dafiir gibt es zwei Griinde:

e Einerseits ist die Bedingung an die Lipschitz-Konstante L im verallgemeinerten Satz
starker als die Bedingung im klassischen Satz,

e andererseits kann man bei dem nun folgenden Beweis des klassischen Satzes von Hartman-
Grobman sehr schon erkennen, wie die sukzessive Anwendung von Satz 1.5.3 und Lemma
1.7.2 zunichst die Entkoppelung, und dann die Linearisierung (im Sinne der topologischen
Aquivalenz) des gegebenen kontinuierlichen dynamischen Prozesses bewirkt.

Der Satz behandelt wieder zweigeteilte dynamische Prozesse in beliebigen Banachraumen.
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Satz 1.7.3 (Klassischer Satz von Hartman-Grobman) Gegeben sei der kontinuierliche
dynamische Prozefl

¢ = Aty +F(t,2,y)

i = B(y+Gltey) (1.93)

mit Banachrdumen X und Y, sowie stetigen Abbildungen A : R — L(X), B : R — L()),
F:RxAXxY—->X,G:RxXxY—YmitF(t,0,0)=0, G(t,0,0) = 0 auf R. Ferner gelte:

(H1) Die Ubergangsabbildungen & bzw. ¥ der linearen Prozesse & = A(t)r bzw. § = B(t)y
erfiillen die Abschdtzungen

l12(2, 9]l
122, )il

mit Konstanten K > 1 und a > 0.

Ke™°(=%)  firalle t>s,
Ke'=*)  firalle t<s

IN A

(H2) Fiir allet € R und (2,y),(Z,7) € X x Y gilt

IF(t,z,y) - F(t,2,9)ll < Lllz - 2|+ L|ly - l|
IG(t,z,y) - G(t,z,9ll < Llle— 2|l + Ly - vl

mait N
0<L<—(2+K-V4+K?)=C(K,-a,a). (1.94)

2K?
(Vergleiche (1.68).)

(H3) Firallete R,z € X undy €Y gilt
IFte,yll <M und  [|G(t2,y)[[ <M

mit einer Konstanten M > 0.

Neben (1.93) wird der lineare Prozefl

r = A(t)z

i = B(ty (1.95)

betrachtet. Dann ezistieren stetige Abbildungen H,H : R x X x Y — X x Y mit H(r,0,0) =
H(7,0,0) = (0,0) auf R, sowie folgenden Eigenschaften:

(a) Ist p eine Losung von (1.93), so ist H(-, u(-)) eine Lésung von (1.95).
(b) Ist v eine Lésung von (1.95), so ist H(-,v(-)) eine Losung von (1.93).

(c) Fir beliebiges 7 € R sind die Abbildungen H(r,-) und H(r,-) einander invers, mithin
Homdéomorphismen auf X x ).

(d) Sind A, B, F und G periodisch in t mit Periode O, so auch H und H.

Die kontinuierlichen dynamischen Prozesse (1.93) und (1.95) sind also topologisch dquivalent.
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Abbildung 1.16: Der Satz von Hartman-Grobman fir dynamische Systeme

Bemerkung: Ist der Prozefl (1.93) autonom und endlichdimensional, d.h. ein dynamisches
System der Form

i = Az 4 F(z,y)

§ = By+Glzy) (1.96)

mit A e KMM B ec KMV, F:EKY xKY - KM, G : KM x KY - K7V, so ist die
Bedingung (H1) an die Ubergangsabbildungen erfiillt, wenn die Spektren der Matrizen A und
B der Ungleichung

a;max(A) <0< Urilin(B)

geniigen. Sind auch noch die restlichen Voraussetzungen von Satz 1.7.3 gegeben, ist (1.96)
demnach dem linearen System

T = Az

; 1.97
y = By (1.97)

topologisch dquivalent: Es existiert ein Homéomorphismus H : K x KV — K x K" mit
H(0,0) = (0,0), der Losungen von (1.96) auf Losungen von (1.97) abbildet; die Umkehrabbildung
H~! bildet Losungen von (1.97) auf Losungen von (1.96) ab. (Siehe Abbildung 1.16.)

Beweis: Der Prozef (1.93) erfiillt die Voraussetzungen von Satz 1.5.3, ist also dem Prozef

z
Y

A(t)z + F(t,z, s0(t, z))

B(t)y + G(t,ro(t, y),y) (1.98)

topologisch dquivalent. Dabei sind so und ro die zum Sp- bzw. Ro-Faserbiindel von (1.93) gehori-
gen Abbildungen. Die Abbildung F; aus Satz 1.5.3 (a) bildet Losungen von (1.93) auf Lésungen
von (1.98) ab; ferner ist fiir beliebiges 7 € R die Abbildung F (7, -) ein Homéomorphismus auf
X x ).

Betrachte nun den kontinuierlichen dynamischen Prozef

z = A(t)z + F(t,z, s0(t, 2)) . (1.99)
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Fiir beliebige t € R und z,7 € & gilt wegen (1.70) und (1.71):
1E(t 2, 808, 2)) = F(8,%,50(8,2))l| < Lllz = || + Ll|so(t, @) — so(t, 2)]| <

2K?L(2a — 2K L)
2a(2a — 4K L)

IA

Lijz - z|| + L llz - 2|l <

< 2L||z -z} .

Eine leichte Rechnung zeigt, daB fiir beliebige K > 1 gilt:
a «

24 K - Vit K?) < —.
G E - VAT KN < o
Die Bedingung (1.94) impliziert demnach 2L < 5, d.h. (1.99) erfiillt die Voraussetzungen von
Lemma 1.7.2(a). Also existiert eine stetige Abbildung £, : R x X — X, die Losungen von
(1.99) auf Losungen von & = A(t)z abbildet. Vollig analog erhilt man eine stetige Abbildung
Ly :Rx)Y — )Y, die Lésungen von

y= B(t)y + G(t’ TO(t’ y)v y)

auf Losungen von § = B(t)y abbildet. Ferner ist fiir beliebige 7 € R die Abbildung £,(7,-) ein
Homdomorphismus auf X', und £,(7, ) ein Homdomorphismus auf Y.

Definiert man nun firr € R, € XY undn €y

H(r, &, m) = (Lo(r, FualT,€,m)), La7, Fra{T, €, 1))

so ist H(r, -, ) fiir beliebiges 7 € R ein Homomorphismus auf A x ), und wegen Satz 1.5.3(a)
und (1.92) gilt H(7,0,0) = (0, 0) auf R. Setzt man schlieflich H(r,-,-) := H~'(7,", ), dann bildet
H Loésungen von (1.93) auf Losungen von (1.95), und H Losungen von (1.95) auf Losungen von
(1.93) ab. Die Aussagen zur Periodizitit folgen unmittelbar aus den entsprechenden Aussagen
von Satz 1.5.3 und Lemma 1.7.2. Damit ist alles bewiesen. O

1.7.3 Der verallgemeinerte Satz von Hartman-Grobman

Wie in der Bemerkung zu Satz 1.7.3 gezeigt wurde, kénnen gewisse nichtlineare, endlichdimensio-
nale dynamische Systeme durch einen Hom6omorphismus linearisiert werden, sofern die Matrix
des linearen Systems keinen Eigenwert mit verschwindendem Realteil aufweist. Lafit man diese
Voraussetzung fallen, so ist hinlidnglich bekannt, dafl eine Linearisierung im allgemeinen nicht
mehr moglich ist. Trotzdem kann man das gegebene nichtlineare System vereinfachen. Diese
Vereinfachung -— die den Satz von Hartman-Grobman als Spezialfall enthalt — ist Gegenstand
des verallgemeinerten Satzes von Hartman-Grobman. Dieser Satz soll zum Abschlufl des ersten
Kapitels als letzte Folgerung der entwickelten Theorie fiir kontinuierliche dynamische Prozesse
bewiesen werden. Alternative Beweise findet man in KIRCHGRABER, PALMER [19] (nur fiir den
autonomen, endlichdimensionalen Fall), sowie in HILGER [13] und PALMER [24].

Satz 1.7.4 (Verallgemeinerter Satz von Hartman-Grobman) Gegeben sei der kontinu-
ierliche dynamische Prozefd

P = At F(hop,7)
y = B(t)y+G(t,x,y,z) (1.100)
;= C(t):t H(tay,o)

mit Banachrdumen X, Y und Z, sowie stetigen Abbildungen A : R — L(X), B: R — L(}Y),
C:RoLE),FIRXAXYXZ-oX,G:RXAXYXZ-Y, H.:RXAXYXxZ->2Z
mit F(¢,0,0,0) =0, G(¢,0,0,0) =0, H(t,0,0,0) = 0 auf R. Ferner gelte:
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(H1) Die Ubergangsabbildungen ® bzw. ¥ bzw. = der linearen Prozesse & = A(t)z bzw. § = B(t)y
bzw. 2 = C(t)z erfillen die Abschdtzungen

®(t,s)]] < Ke =9 firalle t>s
NE(t,s)|| < Ke *(*) firalle t<s
HE(t,8)|| < Kext=*) firalle t>s
I2(t,s)|| < Ke "9 firalle t<s

mit Konstanten K > 1 und a3 > oy > 0.
(H2) Fir allet € R und (z,y,2),(%,§,2) € X X Y X Z gilt

IF(t,2,9,2)— F(,,5,5)|| < Lllz— 2l + Llly - gl + Ll - 2|

IG(t,2,y,2) = G(t,2,9,2)|| < Lllz— 2|+ Llly— gl + Ll|z - 2|
|H(t,2,y,2) - H(t,2,9,2)|| < Lile—z||+ Llly - gll + L[|z - ]|
mit - — o
0<L< 1261(21(14-1(—\/14-1(2). (1.101)

(H3) Firalletc R,z € X, yeY undz € Z gilt
||F(t,z,y,2)|| < M und H(t,z,y,2)|| <M
mit einer Konstanten M > 0.

Dann existieren stetige Abbildungen V, VIRXxAXXYxZ - XX y x Z und eine eindeutig
bestimmte Funktion (ci,c3) : Rx Y — X x £ mit V(r,0,0,0) = V(7,0,0,0) = (0,0,0) und
(c1,¢2)(7,0) = (0,0) auf R, sowie folgenden Eigenschaften:

(a) Fiir beliebige 7 € R und n € Y ist die Losung p von (1.100) mit u(1) = (e1(7,m), 0, ¢2(T, 7))
die eindeutig bestimmte Losung p von (1.100) mit folgenden Eigenschaften:

(i) pa(7) = 1.
(%) p st (2£22)*-quasibeschrdnkt.
(1) p ist (—2E22)"-quasibeschrinkt.
Dariiberhinaus ist (¢;,c;) stetig und eine Periodizitat der rechten Seite von (1.100) in t

ibertrdgt sich auf (cy,ca).

(b) Der gegebene Prozef (1.100) ist dem Prozefd

T = A(t)z
y = B(t)y + G(tacl(t7y)»y$62(t’ y)) (1102)
z = C(t)z

topologisch dquivalent und es gilt:

(i) Ist p eine Losung von (1.100), so ist V(-, u(-)) eine Losung von (1.102).
(1t) Ist v eine Lésung von (1.102), so ist V(-,v(+)) eine Lésung von (1.100).

(iii) Fir beliebiges T € R sind die Abbildungen V(7,-) und V(7,-) einander invers, mithin
Homdéomorphismen auf ¥ x Y x Z.
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() Sind A, B, C, F, G und H periodisch in t mit Periode O, so auch V und V.

Bemerkung: Ist der Prozef (1.100) autonom und endlichdimensional, d.h. ein endlichdimen-
sionales dynamisches System der Form

T = Az+ F(z,y,2)
¥y = By+G(z,y,2) (1.103)
2 = Cz+ H(z,y,%)

mit A € KM B e KV, ¢ e KPP, F: KM x KV xK” - K, G : KM xK" xK" — K",
H:KY x K" x K¥ - K7, so ist die Bedingung (H1) an die Ubergangsmatrizen erfiillt, wenn
fiir die Eigenwerte von A, B und C gilt:

o Die Realteile der Eigenwerte von A sind negativ,
¢ die Realteile der Eigenwerte von B sind 0,

o die Realteile der Eigenwerte von C sind positiv.

Geniigt (1.103) auch noch den restlichen Voraussetzungen von Satz 1.7.4, ist es also dem linearen
dynamischen System

r = Az
y = By+G(ci(y),y,c(y)) (1.104)
z = Cz

topologisch dquivalent: Es existiert ein Hom6omorphismus V : KM x K" xK¥ - KM x K" xK*
mit ¥(0,0,0) = (0,0,0), der Losungen von (1.103) auf Losungen von (1.104) abbildet; die
Umkehrabbildung V™' bildet Losungen von (1.104) auf Losungen von (1.103) ab. Die Menge
{(e1(y),y,¢2(y)) : y € KV} ist eine globale Zentrumsmannigfaltigkeit fiir das kontinuierliche
dynamische System (1.103).

Beweis: Der Beweis verliuft im wesentlichen wie der Beweis von Satz 1.7.3. Er verwendet nur
Satz 1.5.3 iiber Faserungen des erweiterten Phasenraumes und Lemma 1.7.2.

Zunichst soll (1.100) durch zweimalige Anwendung von Satz 1.5.3 entkoppelt werden. Da dieser
Satz einen zweigeteilten Prozefl erwartet, wird (1.100) in der folgenden Form geschrieben:

T = Atz + F(t,z,y,2)
N\ _ (B® 0 \(¥), (a2 (1.10%)
3] 0 C() z H(t,z,y,2)

Versieht man den Raum Y x Z mit der Norm |||(y, 2)|l] := |lyl| + ||2]|, erhalt man fir die

Ubergangsabbildung von

@)= ) ()

fiir beliebige t < s die folgende Abschatzung:

I ( YO e ) I

sup{|| ¥ (¢, s)yl| + [IE(2, s)=|| « |yl + l|=]] < 1} <

He(t, )+ [12(2, )] <
Ke (=% 4 [ex2(t-2) <
2K e~ 1t=9)

IA N A
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Ferner gilt:

I (G(t,z,y,z)) 3 (G(t,i,y,i)

By \Bizges )III < 2Llle — 7l| + 2Ll (v,2) - (. DIl -

Nun ist (1.101) der Bedingung 2L < C(2K, —a3,—a;) dquivalent, mithin sind die Vorausset-
zungen von Satz 1.5.3 erfiillt. Damit existieren Abbildungen s(()l) :Rx X — Y x Z und
Vi RXxYx Z > X mit

st ) = P2 < e - 2] (1.106)
Ir§0(ty,2) = 03,21 < Ny =gl + 12— 2| (1.107)
firallet € R, z,7 € X,y,7J € Y und z,z € Z (vergleiche hierzu auch (1.71)). Ferner ist (1.105)
dem Prozef
i = Alt)o + F(t,a,s(t,))
B(t)y + G(t,7$"(t,9,2),,2) (1.108)
C(t)z+ H(t,r{"(t,y,2),v,2)

topologisch dquivalent. Betrachtet man jetzt noch den Prozeff auf Y X Z, der aus den letzten
beiden Zeilen von (1.108) besteht, so sind ebenfalls die Voraussetzungen von Satz 1.5.3 erfiillt:
Fiir G (und analog fiir H) gilt ndmlich wegen (1.107)

IG(t, 7§t v, 2), 9, 2) — G(t,r$7(t, 7, 2), 3, 2)|| <
L||r§(t, g, 2) = r$0(t, 3, 2)| + Ly — il + Ll|z — 2|] <

<
< 2Ly - gll + 2L{|z - 2|

und (1.101) impliziert — wie man durch Nachrechnen leicht bestitigt — die Ungleichung 2L <
C(K,a;,a,). Also existieren Abbildungen 382) :RxY — Z und rgz) :RXx Z - Y mit

1t y) - P&, DIl < v —3ll
17898, 2) = e, DN < |2 - 2], (1.109)

fiir beliebige t € R, y,¥ € Y und z,% € Z, so daB (1.108) — und damit auch (1.105) und (1.100)
— dem Prozef}

& = A()z+ F(t,z,s$(t,2))

B(t)y + G(t, 7S¢, v, s59(t, 9)), v, $P(2, ) (1.110)
C(t)z+ H(t, rO(t,r§)(t, 2), 2),r§(t, 2), 2)

z

I

topologisch dquivalent ist. Setzt man

alt,y) = My, st y)
ea(tyy) = s(ty),

erhilt man mit Satz 1.3.1 leicht die Aussagen von (a).

Betrachte nun den Teilprozef

&= A(t)z + F(t,z,s(t,z)) (1.111)
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von (1.110). Fiir beliebige t € R und z,% € X folgt aus (1.106):
1F(t, 2,502, 2)) - F(t, 3,88, )| < Llle — 3] + Llls§(t,2) = st )l < 2Ll 2]l

Ferner impliziert (1.101) die Ungleichung 2L < $2, d.h. (1.111) erfiillt die Voraussetzungen von
Lemma 1.7.2(a) und ist somit dem linearen Prozefl # = A(t)z topologisch dquivalent.

Als nachstes soll der Teilprozefl
3= C(t)z + H(t, v, P (1, 2), 2), 704, 2), ) (1.112)
von (1.110) linearisiert werden. Fiir beliebige t € R und z,z € Z folgt aus (1.107) und (1.109):

”H(t7 Tf)l)(ts Tt()z)(t? z)v z), T(()Z)(t’ Z)a z) - H(t, T(()l)(t, T(()Z)(t’ 2)» z), 7'(()2)(t7 z),z)|| <
LlrO (4, 180t 2), 2) — r80(8, 728, 2), 2)|| + LIIr$(t, 2) — v§2(8,2)] + L]z - 2| <
2L||rg)(t, 2) = r(8, 2)]) + 2L |2 - ]| <

4L||z - z|| .

IA IN A

Aus (1.101) folgt durch leichte Abschitzungen die Ungleichung 4L < 42, d.h. (1.112) erfiillt die
Voraussetzungen von Lemma 1.7.2(b) und ist somit dem linearen Prozef 2 = C(t)z topologisch
aquivalent.

Insgesamt ist schlieflich der Prozef (1.110) — und damit auch (1.100) — dem Prozef (1.102)
topologisch dquivalent. Die in (b) angegebene stetige Abbildung V ist die Hintereinander-
ausfithrung der obigen Entkoppelungs- und Linearisierungsabbildungen. Da diese Abbildungen
von Satz 1.5.3 und Lemma 1.7.2 geliefert wurden, folgen die Aussagen zur Periodizitat von V
aus den entsprechenden Ergebnissen in diesem Satz bzw. Lemma; V(7,0,0,0) = (0,0,0) auf R
zeigt man wie in Satz 1.7.3. Die Aussagen iiber V folgen ebenfalls unmittelbar. Damit ist alles
bewiesen. &



Kapitel 2

Diskrete dynamische Prozesse

Die Methoden und Ergebnisse des letzten Kapitels sollen nun auf diskrete dynamische Prozesse
— d.h. auf nichtautonome Differenzengleichungen — in beliebigen Banachrdumen ibertragen
werden. Dabei treten zunidchst einige Komplikationen auf, denn einerseits mufl bei Differenzen-
gleichungen mit nichtinvertierbarer rechter Seite eine Losung nicht auf dem ganzen betrachteten
diskreten Intervall existieren, andererseits ist es nicht ohne weiteres moglich, die im ersten Kapi-
tel mehrfach benutzte Zeitumkehr anzuwenden — man briuchte eine mehr oder weniger explizite
Darstellung der Umkehrabbildung der rechten Seite der Differenzengleichung, oder weitere Vor-
aussetzungen. Diese Komplikationen kénnen jedoch umgangen werden. Der dabei entstehende
beweistechnische Mehraufwand wird an anderer Stelle wieder ausgeglichen: Die diskrete Topo-
logie der ganzen Zahlen Z vereinfacht einige Stetigkeitsbeweise enorm.

Alles in allem erhilt man analoge Ergebnisse zum Fall der kontinuierlichen dynamischen
Prozesse. Der Aufbau dieses zweiten Kapitels stimmt mit dem des ersten Kapitels iiberein.

e Im ersten Abschnitt werden grundlegende Definitionen und Ergebnisse iiber nichtautonome
Differenzengleichungen zusammengestellt. Insbesondere werden die Differenzengleichung
der gestorten Bewegung, lineare Prozesse, Ubergangsabbildungen, Variation der Konstan-
ten und das diskrete Gronwall-Lemma behandelt.

o Hierauf wird der Begriff der quasibeschrankten Ldsung eingefiihrt und einige Aussagen
iiber quasibeschriankte Losungen linearer Prozesse werden bewiesen.

e Mit diesen Ergebnissen kann im nichsten Abschnitt der Hauptsatz iber invariante Fa-
serbiindel angegeben werden.

¢ Wie im Fall der Differentialgleichungen werden anschlieend invariante Faserbiindel durch
Lésungen behandelt,

o und horizontale und vertikale Faserungen des erweiterten Phasenraumes konstruiert.
¢ Diese Ergebnisse werden sodann verwendet, um das Reduktionsprinzip
o und die Sitze von Hartman-Grobman fiir diskrete dynamische Prozesse zu beweisen.

Alle Ergebnisse werden mit minimalen Voraussetzungen an die rechte Seite formuliert und be-
wiesen. Insbesondere wird die Invertierbarkeit der rechten Seite nur dann gefordert, wenn dies
unbedingt erforderlich ist. So werden etwa der Hauptsatz iiber invariante Faserbiindel und das
Reduktionsprinzip fiir nicht notwendigerweise invertierbare Prozesse bewiesen.

62
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Da die Entwicklung der Theorie — wenn der Hauptsatz einmal zur Verfigung steht — keine
speziellen Eigenschaften von Differential- oder Differenzengleichungen verwendet, kénnen die
meisten Beweise ab dem vierten Abschnitt fast wortlich aus dem ersten Kapitel iibernommen
werden. Deshalb werden diese Beweise entweder gar nicht, oder nur sehr knapp angegeben.

2.1 Grundlegende Definitionen und Ergebnisse

Im Gegensatz zu den nichtautonomen Differentialgleichungen waren nichtautonome Differenzen-
gleichungen bis heute nur sehr selten Gegenstand eingehender Untersuchungen. Erst vor wenigen
Jahren erschien das erste Lehrbuch zu diesem Thema: LAKSHMIKANTHAM, TRIGIANTE [21].
Deshalb werden im folgenden zunichst alle grundlegenden Definitionen und Ergebnisse iiber
nichtautonome Differenzengleichungen, sowie einige Sitze iiber lineare Prozesse angegeben. Die
Darstellung orientiert sich im wesentlichen an der Vorlesung AULBACH [5].

Der wichtigste Unterschied zwischen den Differential- und den Differenzengleichungen liegt in
der unterschiedlichen Zeitskala — an die Stelle der kontinuierlichen Zeit in Form reeller Intervalle
tritt bei den Differenzengleichungen eine diskrete Zeitskala in Form von “Z-Intervallen”: Ein
diskretes Intervall oder Z-Intervall I ist der Durchschnitt eines reellen Intervalls mit der Menge
Z der ganzen Zahlen. I heifit nach rechts unbeschrdinkt, wenn es von der Form

I={k€Z:k>kKo}=:%Z, miteinem &y € Z

ist; analog erklirt man nach links unbeschrinkte Z-Intervalle. Mit diesen Bezeichnungen kann
nun der Begriff der nichtautonomen Differenzengleichung definiert werden.

Dazu sei im folgenden I C Z ein diskretes Intervall, X und P seien beliebige Banachraume
und f: I x X X P — X sei eine stetige Abbildung. Dann nennt man

z' = f(k,:l),p) (2'1)

eine nichtautonome, parameterabhdngige Differenzengleichung (erster Ordnung), bzw. einen pa-
rameterabhdngigen, diskreten dynamischen Prozef. Eine auf einem diskreten Intervall J C I
erklirte Funktion A : J — A heifit Losung von (2.1) zum Parameter p € P, wenn fiir alle k € J
mit k + 1 € J gilt:

Ak +1) = f(k, A(F),p) -

Eine Anfangsbedingung zu (2.1) ist eine Beziehung der Form
z(ko) =& mit Ko €I und &e X (2.2)

A heiit Lésung des Anfangswertproblems (2.1), (2.2) zum Parameter p € P, wenn ko € J
und A(ko) = & erfiillt sind. Losungen diskreter dynamischer Prozesse werden im erweiterten
Phasenraum I x X in naheliegender Weise als Punktfolgen dargestellt. (Vergleiche dazu auch
Abbildung 2.1.)

An diese Definitionen schliefit sich natiirlich sofort die Frage an, unter welchen Bedingungen
zu einem gegebenen Anfangswertproblem eine Lisung existiert, ob diese Losung eindeutig be-
stimmt und wie grof§ ihr maximales Existenzintervall ist. Die Antwort auf diese Frage ist (im
wahrsten Sinne des Wortes) einerseits leichter, andererseits komplizierter als bei den Differen-
tialgleichungen:
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P X X X
.//o / / /

x-1
Abbildung 2.1: Der diskrete erweiterte Phasenraum

¢ Betrachtet man das Anfangswertproblem (2.1), (2.2) zum Parameter p € P, so wird durch
die rekursive Definition

Alko) = &,
Mk+1) = f(k,A\(k),p) fiiralle k>kK, mit k+1el

die offensichtlich eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems auf INZ,, erklirt.
Auf der einen Seite von Ko, ndmlich in positiver Zeitrichtung, ist die Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losung also eine Trivialitat.

o Auf der anderen Seite von ko ist im allgemeinen jedoch keine Aussage moglich. Betrachte
dazu die Funktion f:Z X R — R mit f(k,z) = 0 auf Z x R. Das Anfangswertproblem

o' = f(k,z)=0 , z(0)=1

besitzt keine Losung mit Definitionsbereich Z_,, fir x € IN. Dagegen besitzt das Anfangs-
wertproblem

' = f(k,z)=0 , z(0)=0

unendlich viele Losungen mit Definitionsbereich Z_,, fir & € IN, nimlich die Funktio-
nenschar A¢ : Z_, — R, £ € R, mit A(—k) := £ und A;(k) := 0 fiir £ > —k. Diese
Schwierigkeiten mit der negativen Zeitrichtung verschwinden jedoch sofort, wenn man von
der Abbildung f(k,-,p): X — X fiir beliebiges k € I und p € P Bijektivitit verlangt. In
diesem Fall ist dann die Losung eines Anfangswertproblems auch links von kg eindeutig
festgelegt.

Diese Bemerkungen zeigen, dafl bei der Definition der allgemeinen Losung einer Differenzenglei-
chung einige Vorsicht angebracht ist, sofern die rechte Seite nicht invertierbar ist. Aus diesem
Grund werden nun zwei Arten von allgemeiner Losung definiert: Die allgemeine Lésung ist
fiir beliebige Differenzengleichungen erklirt und beinhaltet die eindeutig bestimmten Losungen
aller Anfangswertprobleme in positiver Zeitrichtung, wihrend die erweiterte allgemeine Lésung
nur fiir invertierbare Prozesse erklirt ist und die eindeutig bestimmten Losungen auf dem ge-
samten Definitionsintervall beschreibt. Zur Definition wird wieder die Differenzengleichung (2.1)
betrachtet. Die Abbildung

Az {(k, Ko, €0,P0) ET XTI XX XP i k>kKo} = X
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definiert durch

. — £o fiir k= ko
A(k; Ko, €0, po) = { F(k =1, Mk = 1; ko, €0, p0), 7o) fiir k> Ko (2.3)

nennt man die allgemeine Lésung des Prozesses (2.1). Fiir eine beliebige rechte Seite f ist
dann die Abbildung A(:; ko, &0, po) die eindeutig bestimmte Lésung des Anfangswertproblems
(2.1), (2.2) zum Parameter po € P auf dem diskreten Intervall I N Z,,. Ferner folgt aus der
vorausgesetzten Stetigkeit von f mit Induktion leicht die Stetigkeit der allgemeinen Losung A.

Ist fiir beliebige k € I und p € P die Abbildung f(k,-,p) : X — X bijektiv mit Umkehrab-
bildung f~!(k,:,p): X — X, so nennt man die Abbildung

AMIXIXAXP - X

definiert durch

o fir k=ko
A(k; Ko, €0, P0) 1= { f(k — 1, M(k — 1; Ko, €0, Po), Po) fir k> ko (2.4)
71k, Ak + 1; Ko, &0, Po), Po) fir k < kg

die erweiterte allgemeine Losung des Prozesses (2.1). Man erkennt unmittelbar, dafl die Abbil-
dung A(:; Ko, €0, po) die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems (2.1), (2.2) zum
Parameter pg € P auf dem gesamten diskreten Intervall I ist. Setzt man noch voraus, dafy auch
die Abbildung f~!: I x X x P — X stetig ist, so folgt mit Induktion sofort die Stetigkeit der
erweiterten allgemeinen Losung .

Dariiberhinaus implizieren diese beiden Definitionen fiir beliebige &,k , ks € I, £ € X und
p € P die Gleichung

}\(kz;ﬂ,f,P) = )‘(k% klaA(kl;Ka£7p)9p) ’ (25)

wobei im Fall der allgemeinen Losung noch k < k; < k; vorausgesetzt werden mufl. Fir die
erweiterte allgemeine Losung ist (2.5) ohne Einschrinkung giiltig.

Mochte man das Verhalten einer Differenzengleichung in der Umgebung einer speziellen
Losung untersuchen, so bedient man sich — analog zu den Differentialgleichungen — einer
neuen Differenzengleichung mit trivialer Losung, die sich in der Umgebung der trivialen Lésung
genauso wie der urspriingliche Prozefl in der Umgebung der gegebenen speziellen Losung verhilt.
Diese Differenzengleichung der gestorten Bewegung ist Gegenstand des folgenden Satzes, der nur
fiir parameterunabhingige Differenzengleichungen formuliert ist.

Satz 2.1.1 Gegeben seien ein diskretes Intervall I C Z, ein Banachraum X und eine stetige
Abbildung f : I x X — X. Betrachte neben dem diskreten dynamischen Prozef§

z' = f(k,z) (2.6)

mit der speziellen Losung p @ J — X, auf einem diskreten Intervall J C I, die sogenannte
Differenzengleichung der gestorten Bewegung (von (2.6) zur Losung pu)

o' = f(k,x + p(k)) - f(k, u(k))|, (2.7)

wobei J x X der Definitionsbereich der rechten Seite von (2.7) sei. Dann gilt:

(a) Die Differenzengleichung der gestorten Bewegung besitzt die triviale Losung auf J.
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(b) FEine auf dem diskreten Intervall Jo C J definierte Funktionv : J, — X ist genau dann eine
Lésung der Differenzengleichung der gestorten Bewegung (2.7), wenn v + ply, : Jo — X
eine Losung des urspringlichen Prozesses (2.6) ist.

Beweis: Die Aussage in (a) ist offensichtlich. Da p nach Voraussetzung eine Losung von (2.6)
ist, erhilt man fiir beliebiges k € Jo mit k + 1 € J, die folgenden Aquivalenzen:

v(k+1) = [f(k,v(k)+pu(k)) = [k, n(k))
& vk+ 1)+ f(k,u(k) = f(k,v(k)+p(k))
& vk+)+pk+1) = f(kv(k)+ pu(k)) .
Daraus folgt unmittelbar (b). &

Die Differenzengleichung der gestorten Bewegung wird — wie bei den Differentialgleichungen
im ersten Kapitel — das zentrale Hilfsmittel zur Konstruktion invarianter Faserbiindel durch
Losungen sein. Ferner ist auch hier die Bemerkung angebracht, da§ die Differenzengleichung der
gestorten Bewegung im Rahmen einer rein autonomen Theorie nicht verwendet werden kann:
Selbst wenn die Ausgangsgleichung (2.6) autonom ist, d.h. wenn die rechte nicht von k abhingt,
ist die Differenzengleichung der gestérten Bewegung (2.7) im allgemeinen nicht autonom!

Nach diesen allgemeinen Definitionen und Ergebnissen iiber nichtautonome Differenzenglei-
chungen soll nun speziell auf die Klasse der nichtautonomen linearen Prozesse eingegangen wer-
den.

Dazu sei I C Z wieder ein diskretes Intervall und A" ein beliebiger Banachraum. Ferner seien
Abbildungen A : I — L(X) und b : I — X gegeben. Dann nennt man die Differenzengleichung

z' = A(k)z + b(k) (2.8)

eine (inhomogene) nichtautonome lineare Differenzengleichung. Die zugehorige homogene nicht-
autonome lineare Differenzengleichung ist durch

z' = A(k)z (2.9)

gegeben. (Parameterabhingige lineare Prozesse konnen analog zum Fall allgemeiner Differen-
zengleichungen definiert werden.)

Méchte man die allgemeine Lésung von (2.8) bzw. (2.9) mdglichst iibersichtlich beschrei-
ben, bedient man sich — wie bei den Differentialgleichungen — der Ubergangsabblldung des
homogenen Prozesses. Im Gegensatz zum kontinuierlichen Fall ist die Ubergangsabbildung im
diskreten Fall jedoch duflerst leicht angebbar: Die Abbildung

P:{(m,n)elxI:m>n}— LX)
definiert durch
id fir m=n

‘I’(m’")::{A(m—l)-...-A(n) fir m>n

heiBt Ubergangsabbildung des (homogenen) linearen Prozesses (2.9). Man iiberzeugt sich leicht,
daB mit dieser Definition die allgemeine Lésung von (2.9) durch

’\(k§ ﬁo,go) = ‘I’(k, Ho)ﬁo

gegeben ist.
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Ist fiir beliebiges k € I die lineare Abbildung A(k) bijektiv, so ist auch die rechte Seite von
(2.9) bzw. (2.8) fiir beliebiges k bijektiv. Ferner ist nach dem Satz von der offenen Abbildung
(vergleiche YOSIDA [29, pp. 75ff]) mit A(k) auch A(k)~! stetig. Fiir die Prozesse (2.9) und (2.8)
sind also die erweiterten allgemeinen Losungen erkldrt und stetig. Um auch diese Abbildungen
mittels der Ubergangsabbildung beschreiben zu kénnen, wird die folgende Definition benétigt.

Sei fiir beliebiges k¥ € I die Abbildung A(k) ein Element des Raumes G£(X'). Dann nennt
man die Abbildung

®:IxI—-GLX)

definiert durch
id fir m=n
®(m,n):= Am—-1)-...-A(n) fir m>n (2.10)
Am)™t-. .- An—1)"t fir m<n

die erweiterte Ubergangsabbildung des (homogenen) linearen Prozesses (2.9). Die erweiterte
allgemeine Losung von (2.9) lautet dann wieder

/\(k, K/O,EO) = @(k, KO){O .

Bevor als nichstes die Darstellung der (erweiterten) allgemeinen Lésung des inhomogenen Pro-
zesses (2.8) angegeben wird, sollen noch einige Eigenschaften der erweiterten Ubergangsabbil-
dung notiert werden: Fiir beliebige k, m,n € I gelten fiir die erweiterte Ubergangsabbildung die
Beziehungen

&k +1,m) A(k)®(k,m), (2.11)
&(k,m) &(k,n)®(n,m), (2.12)
®(k,m)™' = &(m,k).

Die Gleichungen (2.11) und (2.12) gelten auch fiir die Ubergangsabbildung, wenn man noch
k > n > m fordert.

Die bereits angekiindigte Formel zur Darstellung der allgemeinen Losung des inhomogenen
nichtautonomen linearen Prozesses (2.8) ist Gegenstand des folgenden Satzes.

Satz 2.1.2 (Variation der Konstanten) Gegeben sei der lineare ProzefS (2.8). Dann ist die
allgemeine Losung A von (2.8) gegeben durch

k-1
A(k; ko, €0) = B(k, Ko)bo + > B(k, i+ 1)b(3)

i=Kgp

fiir k > ko. Sind dardberhinaus alle Abbildungen A(k) bijektiv, so erhdlt man fir die erweiterte
allgemeine Lésung die Beziehung

Ko~—1

A(K; Ko, €0) = ®(k, ro)bo — D B(k, i+ 1)b(c)

i=k

fiir beliebiges k < Kq.

Bemerkung: Wie iiblich definiert man ) a; := 0 fir m > n.
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Beweis: Da unter den jeweils angegebenen Voraussetzungen die Losung eines Anfangswertpro-
blems in positiver bzw. negativer Zeitrichtung eindeutig bestimmt ist, geniigt es zu zeigen, daf}
die aufgefiihrten Abbildungen das entsprechende Anfangswertproblem l6sen. Zunichst gilt:

Ko—1

®(Ko, Ko)o + Z DKo, i +1)b(2) = &,
Ko—1
(Ko, ko)o — D_ B(ko, i+ 1)b(i) = &,

d.h. die Anfangsbedingungen sind erfiillt. Fir k& > k¢ folgt mit (2.11)

A(k) (Q(k,no)&, + z_f B(k,i+ 1)b(i)) +b(k) =
= ®(k+1,kK0)bo + i B(k+1,i+1)b(i) + 3k + 1,k + 1)b(k) =

k
O(k+1,k0)60+ Y B(k+1,i4 1)b(3),

1=Kg

analog erhilt man fiir £ < ko die Gleichung

Ko—1
A(k) (@(k,ﬁo)fo - > kit l)b(i)) +b(k) =
1=k
K.o—l
= ®(k+1,k0)0— Y B(k+1,i+1)b(i)+ B(k+ 1,k + 1)b(k) =
i=k
K.o—l
= ®(k+ 1K)~ > B(k+1,i+1)b(i).
i=k+1
Damit ist alles gezeigt. <

Im néachsten Satz wird das diskrete Analogon zum Gronwall-Lemma behandelt.

Satz 2.1.3 (Diskretes Gronwall-Lemma) Gegeben seien feste Zahlen k € T und b € R .
Dann g¢ilt:

(a) Erfillen die Abbildungen a,c: L, — R fir alle k > k die Ungleichung

k-1
a(k) < e(k)+b a(i),
so folgt fiir beliebiges k > k:

a(k) < (14 b)) ¢(r) + Z (1 4+b) 7 (e(d) — (i — 1)) .

1=k+1

(b) Ist b < 1 und erfillen die Abbildungen a,c : (—oo,k] N L — R fir alle k < « die
Ungleichung

oK) < (k) 453 ali),
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so folgt fir beliebiges k < K:

k=2

a(k) < (1= B)%e(k — 1)+ 3 (1 = b=~ X(e(i) = e(i + 1)).

i=k

Beweis: (a) Setzt man

k=1
o = c(k)+b2a(i) fir k>«k,

so gilt nach Voraussetzung fiir beliebiges k > x die Abschitzung a(k) < a;. Damit erhilt man
sofort

a1 — o = c(k+ 1) — (k) + ba(k) < e(k+ 1) — c(k) + boy ,

und weiter
app1 <clk+1)—c(k)+ (1 +b)oy firalle k> k.

Mit vollstindiger Induktion folgt hieraus
k .
ar < (1+b0) "+ Y. (1+b) T (c(i)—c(i - 1)) fiir k>x,
) i=xk+1
und wegen «a, = ¢(x) und a(k) < o gilt schliefllich fiir alle k¥ > x:
k .
a(k) < (14 b)* " c(k) + Z (145 (c(3) — e(i = 1)) .
i=s+1
Damit ist der erste Teil von Satz 2.1.3 bewiesen.

(b) Definiert man

ﬂk:=11b<c(k)+b i a(i)) fir k<k-1,

i=k+1

so impliziert die Voraussetzung des Satzes fiir beliebiges k¥ < k — 1 die Ungleichung a(k) < ;.
Damit folgt sofort

1
1-b

B = Buan = T (elk) — elk + 1) + ba(k + 1)) < T (e(k) = e(k + 1) + bes)

und
1
1—

woraus man mit vollstindiger Induktion die Abschatzung

/Bk S b(C(k) - C(k + 1) + ﬂk+1) fir k% S K—2 y

Be < (L—=0b)F"15,_, + Nz_:(l b)Y e(i) —e(i+ 1)) fir k<k-—2

i=k

erhilt. Die Definition von §,_, impliziert jetzt mit a(k) < (i fir alle k < k — 2:

a(k) < (1= b)*=%e(rx = 1) + I(1 ~ b}~ e() — (i + 1) .
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Beachtet man noch, daf§ die Voraussetzung des Satzes fiir ¥ = K — 1 die Ungleichung
a(k —1) < e(k— 1)+ ba(k — 1)
zur Folge hat, ist auch der zweite Teil bewiesen. ‘ )

Zum AbschluB dieses ersten Abschnittes sollen die linearen Prozesse noch einmal zugunsten be-
liebiger Differenzengleichungen verlassen werden. Wie bei den Differentialgleichungen ist auch
bei den nichtautonomen Differenzengleichungen der autonome Spezialfall von besonderem In-
teresse: Sei X ein beliebiger Banachraum und f : X — X eine stetige Abbildung. Dann nennt
man eine Differenzengleichung der Form

' = f(z) (2.13)

eine autonome Differenzengleichung bzw. ein diskretes dynamisches System. Autonome Diffe-
renzengleichungen sind also “nichtautonome” Differenzengleichungen, deren rechte Seite von der
Zeit nicht abhingt. Bei festem £, € A unterscheiden sich die Losungen der Anfangswertprobleme

o' =f(z) , 2(ko)=bo

fiir ko € Z lediglich durch eine Translation in der Zeit. Aus diesem Grund wird in der allgemeinen
Losung von (2.13) die Anfangszeit 0.B.d.A. gleich 0 gesetzt. Definiert man fir k € N

o(k; &) == A(k;0,&0) , (2.14)

so nennt man die Abbildung ¢ : No X X — X die allgemeine Losung des diskreten dynamischen
Systems (2.13). Ist die Abbildung f dariiberhinaus ein Hom&omorphismus, so ist in (2.14)
sogar k € Z zulissig und man nennt die entstehende Abbildung ¢ : Z x X — X die erweiterte
allgemeine Lésung des diskreten dynamischen Systems (2.13).

2.2 Quasibeschriankte Losungen linearer Prozesse

Wie bereits bei den kontinuierlichen dynamischen Prozessen im ersten Kapitel, ist auch bei
den diskreten dynamischen Prozessen der Begriff der Quasibeschrdnktheit der Schliissel zum
Hauptsatz iiber invariante Faserbiindel. In diesem Abschnitt sollen — nach der Definition der
Quasibeschranktheit fiir Funktionen, die auf diskreten Intervallen erklirt sind — vier Lemmata
bewiesen werden, die den vier Hilfssitzen des ersten Kapitels entsprechen.

Zur Motivation der diskreten Quasibeschranktheit werden zundchst endlichdimensionale, ho-
mogene lineare Differenzengleichungen betrachtet. Sei dazu die M-dimensionale Differenzenglei-
chung

z' = Az (2.15)

mit einer nicht notwendigerweise invertierbaren Matrix A € KY*M gegeben. Die Ubergangsab-
bildung @, die in diesem Spezialfall wieder Ubergangsmatrix genannt wird, kann leicht angegeben
werden. Sie lautet fiir m,n € Z mit m > n

®(m,n)=A""" , A% :=id,
weshalb die allgemeine Losung von (2.15) durch
Mk; K, €) = AF77¢
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gegeben ist. Im Anhang wird gezeigt (Satz A.3.5, Seite 131), daB fiir beliebiges @ > ol (A)
eine Konstante K = K(a) > 1 existiert, mit

[|A*=*|| < Ko~ fiiralle k> k.
Fiir beliebige k,x € Z und £ € K™ erhilt man somit
[|A(k; 6, 6)|| € K||¢]]a*f~ fiiralle k> «.

Bei gegebenem a > 0 weisen also — unter gewissen Voraussetzungen an die Betrige der Eigen-
werte von A — alle Losungen von (2.15) fiir £ — oo dieselbe, von o abhingige, “exponentielle
Abklingrate” auf, die sich jedoch von der Abklingrate im kontinuierlichen Fall leicht unter-
scheidet. Dieser neue Begriff der Quasibeschrdnktheit wird in der nachsten Definition exakt
eingefiihrt.

Definition 2.2.1 Gegeben seien ein 7 € R*, ein Banachraum X, ein diskretes Intervall I C %
und eine Abbildung g: 1 — X.

(a) g heifit n*-quasibeschrankt oder n-quasibeschriankt fiir k — oo, wenn I nach rechts unbe-
schrdnkt ist und fiir ein k € I gilt:

sup{|lg(k)|ln™" : k > K} < o0 .

In diesem Fall definiert man ||g||}, = sup{[lg(k)|ln~* : k > &}.

(b) g heifit n~-quasibeschrinkt oder n-quasibeschrinkt fir k —» —oo, wenn I nach links unbe-
schrankt ist und fiir ein k € I gilt:

sup{|lg(k)|ln~* : k < K} < oo

In diesem Fall definiert man ||g||;, := sup{||g(k)||n~* : k < &}.

(¢) g heifit n-quasibeschrankt, wenn I = Z ist und g die folgende Abschdtzung erfillt:
sup{|lg(k)lln™" : k € B} < o0 .
Man setzt dann ||g||, := sup{||g(k)||n~% : k € Z}.

Wie im ersten Kapitel sollen einige Bemerkungen diese Definition naher erldutern. Sei dazu
g : Z — X eine beliebige Abbildung.

(a) ¢ ist genau dann 7-quasibeschrankt, wenn fiir alle k € Z

llg(k)|| < Cn*

gilt, mit einer Konstanten C > 0. (Siehe Abbildung 2.2(a). Die Kreise geben den Verlauf
von CnF an, die Rauten den von ||g(k)].)

(b) Fir = 1 entspricht die #-Quasibeschrinktheit der gewohnlichen Beschranktheit von X-
wertigen Abbildungen. Ferner ist g genau dann n*-quasibeschrankt, wenn fiir ein x € 7Z die
Einschrinkung von g auf Z, beschrinkt ist. Analog 1afit sich die #~-Quasibeschranktheit
charakterisieren. (Siehe Abbildung 2.2(b).)
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Abbildung 2.2: Diskrete quasibeschrinkte Abbildungen

(c) Gilt 0 < < 1, so klingt eine 5*-quasibeschrinkte Abbildung ¢ fiir £ — oo exponentiell
ab. (Siehe Abbildung 2.2(c).)

(d) Ist » > 1, so klingt eine 5~-quasibeschrinkte Abbildung g fiir & — —oo exponentiell ab.
(Siehe Abbildung 2.2(d).)

(e) Die Nullabbildung ist 7-quasibeschrinkt fiir beliebiges n € R¥.

Mochte man jetzt die vier Lemmata des ersten Kapitels tiber quasibeschrinkte Lésungen linearer
Prozesse auf die diskrete Situation dieses Kapitels iibertragen, so wird man mit den folgenden
beiden Problemen konfrontiert:

¢ Lemma 1.2.2 garantiert fiir gewisse lineare Prozesse eine eindeutig bestimmte quasi-
beschrankte Losung fiir ¢ — —oo. Wahrend jedoch im kontinuierlichen Fall alle Lsungen
der betrachteten Prozesse auf dem gesamten Intervall existierten, ist die Existenzfrage bei
den diskreten dynamischen Prozessen durchaus nichttrivial — es sei denn man verlangt
von der rechten Seite des Prozesses Invertierbarkeit, und gerade das soll ja vermieden
werden.

¢ Desweiteren wurde im ersten Kapitel mehrfach das Konzept der Zeitumkehr verwendet.
Eine ﬁbertragung dieser Beweismethode auf den diskreten Fall scheitert zum einen wieder
an der im allgemeinen nichtinvertierbaren rechten Seite, zum anderen wiirde man selbst
im invertierbaren Fall eine mehr oder weniger explizite Darstellung der Umkehrabbildung
der rechten Seite bendtigen, die jedoch ohne weitere Voraussetzungen nicht angebbar ist.

Diese Probleme konnen zwar gelost werden, haben aber einen (noch ertriglichen) beweistech-
nischen Mehraufwand zur Folge: Da es nicht mehr méglich ist, zwei der vier Lemmata auf
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die anderen beiden zuriickzufiihren, miissen alle vier Hilfssdtze eigens bewiesen werden. Als
Entschidigung kann man im nichsten Abschnitt den Hauptsatz iiber invariante Faserbiindel fiir
nicht notwendigerweise invertierbare diskrete dynamische Prozesse formulieren. Der Beweis des
Hauptsatzes benétigt jetzt alle vier Lemmata.
Zunichst soll das diskrete Analogon zu Lemma 1.2.2 bewiesen werden. Ruft man sich noch
einmal das Beispiel
=0

des letzten Abschnittes ins Gedichtnis zuriick, konnte man auf den ersten Blick leicht entmu-
tigt werden: Lemma 1.2.2 garantiert im kontinuierlichen Fall genau eine fiir ¢ — —oo quasi-
beschrankte Losung, wihrend das obige diskrete Beispiel iiberhaupt nur eine einzige Losung
auf ganz Z besitzt! Diese Losung ist aber zum Glick die Nullabbildung — und damit qua-
sibeschrankt fir & — —o0o. Es wird sich bald zeigen, dafl dies kein Zufall ist. Die folgende
diskrete Version von Lemma 1.2.2 garantiert unter dhnlichen Voraussetzungen eine eindeutig
bestimmte, fiir K — —oo quasibeschrinkte Losung auf dem gesamten betrachteten Intervall,
ohne eine Invertierbarkeit der rechten Seite vorauszusetzen.

Lemma 2.2.2 Gegeben sei der parameterabhdingige, diskrete dynamische Prozef

g’ = A(k)z + f(k,z,p) + fo(k, p) (2.16)

mit einem nach links unbeschrinkten, diskreten Intervall I C Z, Banachriumen X und P,
sowie stetigen Abbildungen A : I — L(X), f:IXAXP > X und fo : IXP - X; ¢ sed
die Ubergangsabbildung des linearen Prozesses ' = A(k)z. Ferner gelte fir beliebige m,n € I,
2,2 € X und p€ P:

[|@(m,n)|| < Ka™ ™"  fir m2n, (2.17)
f(k,0,p)=0, (2.18)
|l f(k,2,p) — f(k,Z,p)l| < L]z —2||, (2.19)

mit Konstanten o > 0, K > 1 und L > 0. Dann gilt fir beliebigesy > a+ KL und « € I:
Ist fiir alle p € P die Abbildung fo(,p) ¥~ -quasibeschrdinkt mat
fo(-s )5y M fir ein M € Ry, (2.20)

Y =

so besitzt (2.16) fir jedes p € P genau eine vy~ -quasibeschrinkte Lésung p(-,p): I — X und es

gilt:
Dl < == ol I (221)
B P 1= v —a— KL ot P)iis,y - ’
Dariberhinaus ist die Abbildung u : I x P — X stetig. Ist I = 7 und fo(-,p) sogar v-
quasibeschrdnkt, so ist auch u(-,p) v-quasibeschrinkt und es gilt:

il € =g Ml - (2.22)

Bemerkung: Wie bereits Lemma 1.2.2 ist auch dieses Lemma auf Prozesse der Form

' = A(k)x + F(k,z,p)

anwendbar, wenn die Abbildung F: I x X x P —» & den Bedingungen

|F(k,2,p) — F(k,2,p)l| < Llle = 2|| und [|F(k,0,p)ll;, <M
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geniigt: Man setzt dazu

f(kaxap) = F(kvz’p)-F(kaOap)7
fO(kvp) = F(kvoap)

Diese Bemerkung kann auch auf die folgenden drei Lemmata angewandt werden.

Beweis: Der Beweis ist vollig analog zum Beweis von Lemma 1.2.2 aufgebaut.

(I) Sei zunichst I = (—o00,k] N Z, fo(k,p) = 0 auf I X P und L = 0, d.h. f(k,z,p) = 0 auf
IXxX XP.Ist p:I— X eine y~-quasibeschrinkte Losung von z' = A(k)x und Ko € I beliebig,
aber fest, so impliziert die Definition der Ubergangsabbildung fiir beliebige k < ko die Beziehung

p(ro) = ®(ko, k)u(k) ,

und mit (2.17) folgt hieraus:

[1®(ro0, k()| < 11 2(ko, K| - ||k < Ko y*|lu(k)]ly~* <

k
Koo (1) flul,, — 0, fir koo,

(o)l

IA

denn nach Voraussetzung ist y > a+ KL = a > 0, d.h. X > 1. Also gilt p(xo) = 0 fiir beliebige
Ko € I, weswegen die triviale Losung die einzige y~-quasibeschrankte Losung von (2.16) ist. Die
Abschiatzung (2.21) ist dann offensichtlich erfiillt.

(IT) Sei nun I = (~o00,k] N Z, fo beliebig und L = 0, d.h. f(k,z,p) = 0 auf I x X x P. Die
Eindeutigkeitsaussage des Lemmas folgt unmittelbar aus (I), denn die Differenz zweier verschie-
dener y~-quasibeschriankter Losungen von 2’ = A(k)z 4+ fo(k,p) zum Parameter p € P wire
eine nichttriviale ¥~ -quasibeschriankte Losung von ¢’ = A(k)z. Zum Beweis der Existenzaussage
definiert man

u(k,p) = Y ®(ki+ Dfolinp)

i=—00

Diese Reihe konvergiert fiir beliebiges k € I und p € P, denn es gilt

@0k, i+ S, p)| € K= 1Aoip)l| < Kt (L) A, Siralle i<k,

und nach Voraussetzung ist vy > a+ KL =a > 0. Firallek € Imitk+1€Tl und beliebiges
p € P folgt nun aus (2.11) unter Beachtung der Stetigkeit und Linearitit von A(k):

A(k)u(k,p) + fo(k,p) = A(k) X_: &(k,i+ 1)fo(i,p) + fol(k,p) =

= 3 AGYB(k, i+ )fo(i,p) + Bk Lk D fo(k,p) =

= > ®(k+1,i+1)fo(i,p) = pk+1,p),

i=—o00
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d.h. p(-,p) : I — X ist eine Losung von 2’ = A(k)x + fo(k,p). Die Abschdtzung (2.21) ergibt
sich wie folgt:

k-1 k-1
ke, oIl < 3 18K+ DI (£l < D0 Ka* =9 fo(i, p)lly ™" <

f=—00 f=—o00

. N 1-k
Kol 3 (1) = KatAG oI, )l

i=—00 ¥

IA

o)z

fiir alle kK € I und p € P, also

—k

fiir alle k£ <&k,

[|n(k,

dh lu(, )z, < S5 fC I, = sz 1o p)lIR,
Bleibt nur noch die Stetigkeit von p : I X P — X nachzuweisen. Wegen der diskreten Topologie
auf I geniigt es offensichtlich zu zeigen, daB fiir beliebiges festes ko € I die Abbildung pu(ko, ) :
P — X stetig ist.

Seien also py € P und ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Wegen der leicht einsehbaren Konvergenz
der Reihe

Ko—1 i
Y 2K Ma®o~? (1)
Q

i=—00

existiert ein K¢ < K¢ mit

Fo—1 1
Y 2K Mar! <l> <<,
o 2

Daraus erhilt man mit (2.17) und (2.20) fiir beliebiges p € P die Abschitzung

Fo-1 Ro—1

I Z ®(ko, 1+ 1) folé,p) - Z ® (Ko, i+ 1) fo(é po)l| <

> N1®(ko,i + 1)I| - 1 fo(i ) = foli, po)ll <

i=—00

IN

Nol

> Ko™ Iy (|1 foli, p)lly ™ + [ fo(i, po)lly ™) <

i=—o0

Ko~1 1
> 2K Mar! <1> < -;- (2.23)

87

INA

IN

i=—o00

Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von fo und A(k), k € I, existiert ein 6 > 0, so dafl fiir alle
P € Bs(po) gilt:

Ko—1 Ko—1

I Z (k0,1 + 1) foli, p) Z B(s0, i+ 1) folis o)l < -
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Zusammen mit (2.23) folgt hieraus fiir alle p € Bs(po) die Abschitzung

Ko-1 Ko—1
[ln(ko, p) — 1Ko, po)ll = || Z B(ko, i+ 1) foli,p) — Z ®(ko, 1+ 1) fol?, po)ll <
Ko—1 Ro—1
< N0 B(kori+ Dfolip) = 3 B(kosi + 1) folis po)ll +
Ko—1 ko—1
+” Z Q('{O,i+ 1)f0(2’p) - Z §(503i+ l)f0(27p0)H <
e, e :
< 5 + > = €.

Damit ist (II) vollstindig bewiesen.

(III) Seien nun L > 0 und fo beliebig, I = (—o0,k] N Z. Der Beweis kann fast wortlich vom
kontinuierlichen Fall iibernommen werden und verwendet wieder den Banachschen Fixpunktsatz.
Sei dazu B der lineare Raum aller stetigen Abbildungen v : I X P — X, die die folgenden beiden
Eigenschaften besitzen:

o Fiir jedes p € P ist v(-,p): I —» X eine 7~ -quasibeschrinkte Abbildung.
e Die Menge {||v(-,p)li5, : p € P} ist nach oben beschrinkt.

Definiert man auf B eine Norm durch

I¥lll := sup{llv(-, Pl : P € P},

so wird B dadurch zu einem Banachraum.
Zur Konstruktion einer Kontraktion auf B sei v € B beliebig. Betrachte nun den diskreten
dynamischen Prozef

' = A(k)z + f(k,v(k,p),p) + fo(k,p) - (2.24)
Da fiir alle k € I wegen (2.18), (2.19) und (2.20) die Abschitzung

|| f(k,v(k,p),p) + folk,p)[I7™* < L||v(k,p)llv™* + || fo(k, p)IIy~* <
< Lllv(sp)lls, + 1 ol p)llsy <
< Lyl + M (2.25)

erfiillt ist, kann man (II) auf (2.24) anwenden. Es existiert demnach eine stetige Abbildung
v* : IxP — X, so dafl v*(-, p) die eindeutig bestimmte y~-quasibeschrinkte Lésung von (2.24)
zum Parameter p € P ist, und fiir beliebige p € P gilt:
K
Y-«

7Pl S w2 + Sl < o (Bl + 1)

d.h. v* € B. Definiert man nun
Tv:=v'€B,

so folgt hieraus mit (2.25):

TPy € =2 Bl Py + 1A s) (2:20)
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Behauptung: Die Abbildung T : B — B ist eine Kontraktion.

Seien dazu vy,v, € B beliebig. Dann ist fiir jedes p € P die Abbildung (Tv; — Tv;)(-,p) eine
7~ -quasibeschrankte Losung des diskreten Prozesses

g’ = A(k):l) + f(k,l/l(k,p),p) - f(kaVZ(k’p)’p) . (2'27)

Wie (2.24) erfiillt auch (2.27) die Voraussetzungen von (II). Mit (2.19) und (2.21) erhilt man
fiir beliebiges p € P

KL KL
[[(Tvr = Tra)(-5 P15 < - M = v2)( Pl < o v =il
und damit schlielich durch Bildung des Supremums
KL
1Ty = Tonll] < T allv- valll -

Gemiafl Voraussetzung ist v > a + KL, d.h. ,YK_—I; < 1. T ist also eine Kontraktion und besitzt
nach dem Banachschen Fixpunktsatz A.2.1 einen eindeutig bestimmten Fixpunkt in B.

Sei o € B dieser eindeutige Fixpunkt und p € P beliebig, aber fest. Die Anwendung der obigen
Fixpunktargumentation auf den diskreten dynamischen Proze$ (2.16) bei festem p impliziert wie
im kontinuierlichen Fall, da8 (2.16) genau eine y~-quasibeschrinkte Losung besitzt, und die ist
nach Konstruktion von T gerade pu(-,p).

Da wegen u € B die Abbildung p stetig ist, bleibt nur noch die Abschitzung (2.21) zu zeigen.
Unter Beachtung von Tu(-,p) = u(-,p) folgt dazu aus (2.26):

KL K

il +

[ITICY ] | IR 1 fo(-s P15 »

und schliefllich K
. T e — . -
||/1‘( ’p)”n,'y-— ')"‘a_I(L”fO( ’p)llﬂ,'y

Damit ist (III) vollstdndig bewiesen.

(IV) Ist I C Z ein beliebiges nach links unbeschrénktes, diskretes Intervall und « € I beliebig,
so existiert wegen (III) zu jedem p € P eine eindeutig bestimmte y~-quasibeschrankte Losung
f(+,p) : (=00, kK]NZ — X von (2.16), und die Abbildung i ist stetig. Man iiberzeugt sich leicht,
daB dann p : I x P - X, definiert durch

. oy 4 R P) y ks
u(k, p) ~—{ (ks K, (K, p),p) 5 K>k

die Forderungen des Lemmas erfiillt. (A sei die allgemeine Losung von (2.16) gemaf (2.3).)

(V) Sei nun I = Z, fo(-, p) fiir jedes p € P eine y-quasibeschrankte Funktion und L > 0 beliebig.
Gemiaf (IV) existiert fiir p € P eine eindeutig bestimmte y~-quasibeschrankte Losung p(-, p)
von (2.16), und mit || fo(-, p)li5., < |1 fo(:, P}, fiir alle x € Z folgt aus (2.21):

_ K .
||.“(',P)||n,7 < m”fo(-,p)“., fir alle K€ Z.

Fiir kK — oo erhalt man schliefllich:

K
. =l . - .
(sl = B lleCs Py < =g e Pl
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d.h. p(-, p) ist y-quasibeschriankt und erfiillt die Abschitzung (2.22). <&

Das nun folgende Gegenstiick zu Lemma 1.2.3 wird vollig analog unter Verwendung der Variation
der Konstanten (Satz 2.1.2) und des diskreten Gronwall-Lemmas (Satz 2.1.3) bewiesen. Da nur
Aussagen beziiglich der Quasibeschrianktheit von Losungen fiir £ — oo gemacht werden, ergeben
sich durch die im allgemeinen nicht invertierbare rechte Seite keine zusitzlichen Probleme. Das
Lemma wird wieder nur fiir parameterunabhéngige Prozesse formuliert.

Lemma 2.2.8 Gegeben sei der diskrete dynamische Prozefs

o' = A(K)z + f(k,2) + fo(k) (2.28)

mit einem nach rechts unbeschrankten, diskreten Intervall I C Z, einem Bangchmum X, sowie
stetigen Abbildungen A : I — L(X), f: IXX — X und fo : I — X; & sei die Ubergangsabbildung
des linearen Prozesses ' = A(k)xz. Ferner gelte fir beliebige m,n € I und z,z € X:

|@(m,n)|| < Ka™™"  fir m2>n, (2.29)
f(k,0)=0, (2.30)
[f(k,z) = f(k,2)|| < L= — 2|, (2.31)

mit Konstanten o > 0, K > 1 und L > 0. Dann gilt fir beliebiges v > a + KL und x € I:
Ist f, eine yt-quasibeschrinkte Abbildung, so ist jede Lisung p: I — X von (2.28) ebenfalls
vt -quasibeschrinkt und genigt der Abschdtzung:

i . K
lellf, < Ellp(s)[ly™ + m“fomn : (2.32)

Beweis: Sei u : I — X eine beliebige Losung von (2.28) und x € I beliebig, aber fest. Dann
erhalt man durch Variation der Konstanten (Satz 2.1.2) fiir alle £ > & die Gleichung

() = Bk, () + 3 By 1) (£ (D) + o)

und daraus unter Anwendung von (2.29), (2.30) und (2.31):

lu(®)ll < I\"a’“"‘llu(ﬁ)ll+g:lfa""'l(llf(i,u(i))—f(i,0)||+||fo(i)||)S

k-1

Ko*~|lu(0)| + Ko*=' Y~ o™ (L@l + |1 fo(D)I]) =

I=K

k-1 k-1 i
= Ko u(w)l + KLo* Y lu@ll + Ke* = S l1f(ll~ (1) <

IN

Lk—l: ) 1 kil v i
= Kao* (Hu(n)lla'“r 23 il + 21501, 3 (1) ) |

Mit den Abkiirzungen

Q|2

AG) = ui)la™  wnd TG = Kllu(lla~ + A0, 3 (1)

i=K
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folgt

A(k)<r(k)+£‘£ZA() fiir alle k> .

=K

Anwendung des Gronwall-Lemmas (Satz 2.1.3(a)) liefert fiir alle ¥ > « die Abschitzungen

A(k) < (1+ %—L-)k_nr(nn ij (T(§) = T(i - 1)) (1+ %)k—i _
i—n+1

. _ ol K a+ KL\*
= Kluwlla™a+ KD+ Tl (“5)

() () )
- —1\\a+ KL at+ KL =

< Kltollatytos s Ky, (SEEL) KL (L)
k k
= Kl (2) + =gl (2)
und N x
Il =A®) (2) < Il ™+ —2 7 1Al
p ist somit y+-quasibeschrankt und geniigt der Abschitzung (2.32). &

Wie im ersten Kapitel werden jetzt Stérungen linearer Prozesse untersucht, deren Ubergangs-
abbildungen fiir ¥ —» —oo quasibeschrinkt sind. Bereits die Formulierung des letzten Satzes
deutet aber an, daB man nun nicht mehr ohne jegliche Invertierbarkeitsvoraussetzung auskom-
men kann: Die Ubergangsabbildung &(m,n) eines beliebigen linearen Prozesses ist nur fiir
Argumente m > n definiert, und diese Definition 1dft sich bekanntlich bei nichtinvertierbaren
Prozessen fiir m < n auch nicht verniinftig erweitern.

Aus diesem Grund wird in den beiden folgenden Hilfssitzen stets die Invertierbarkeit des
(ungestorten) linearen Prozesses vorausgesetzt. Damit ist dann die erweiterte Ubergangsabbil-
dung erklirt, und man kann die Voraussetzungen der Lemmata analog zu Lemma 1.2.4 und
Lemma 1.2.5 formulieren. Zunachst wird das diskrete Analogon zu Lemma 1.2.4 behandelt.

Lemma 2.2.4 Gegeben sei der parameterabhdngige, diskrete dynamische Prozefl

&' = B(k)y + g(k,y,p)+ go(k, p) (2.33)

mit einem nach rechts unbeschrinkten, diskreten Intervall J C %, Banachriumen Y und P,
sowie stetigen Abbildungen B : J — GL(Y), g: I XY XP = Yundgy:J xP — Y; ¥ sex
die erweiterte Ubergangsabbildung des linearen Prozesses y' = B(k)y. Ferner gelte fir beliebige
m,neJ,y,ye€Y undp e P:

[[¥(m,n)|| < K™™" fir m<n, (2.34)
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g9(k,0,p) =0, (2.35)

llg(k,y,p)— g(k,5,p)Il < Llly - 3l|, (2.36)

mit Konstanten 3 >0, K > 1 und L > 0. Dann gilt fiir beliebiges0 < n < f— KL und k € J:
Ist fiir alle p € P die Abbildung go(-,p) nt-quasibeschrinkt mit

llgo(-» D)}, < M fir ein M € RS, (2.37)

s0 besitzt (2.33) fir jedes p € P genau eine n*-quasibeschrinkte Losung p(-,p):J — Y und es
gilt:
e DIl < 5— = llooC Il (2:39)
i p n,q_ﬂ_n_I(L Jo*»P £, .

Dariiberhinaus 1ist die Abbildung u : J x P — Y stetig. Ist J = Z und go(-,p) sogar n-
quasibeschrdnkt, so ist auch u(-, p) n-quasibeschrinkt und es gilt:

.
ey VAL (2.39)

Beweis: Da der Beweis fast wortlich vom Beweis des Lemmas 2.2.2 abgeschrieben werden kann,
soll im folgenden nur eine kurze Beweisskizze angegeben werden.

(I) Zunichst wird fiir den Spezialfall J = Z, go(k,p) = 0, L = 0 gezeigt, dafl eine n*-
quasibeschrankte Losung p: J — Y von y' = B(k)y wegen der Abschitzung

(k)] = || (ko, K)pu(k)| < 12 (K0, K| - [|(R)| < K B%~ 0| (k)| In~* <
k
< KB (%) llf, — 0, fir koo,

fiir beliebiges k¢ € J, gleich der Nullabbildung sein muf, d.h. die triviale Losung ist die einzige
nt-quasibeschrankte Losung von (2.33), und sie erfiillt offensichtlich die Abschitzung (2.38).

(II) Im zweiten Teil wird wieder der lineare, inhomogene Spezialfall L = 0 untersucht, mit
J = Z,.. Die Eindeutigkeitsaussage des Lemmas folgt unmittelbar aus (I), zum Beweis der
Existenzaussage definiert man

u(k,p) o= =S U(k,i + Dgolivp)

i=k

Die vorausgesetzte nt-Quasibeschranktheit von go(+, p) impliziert mit (2.34), dafl diese Reihe fiir
beliebiges k € J und p € P konvergiert. Wegen B(k) € GL(Y) fiir k € J erhilt man nun fiir alle
k € J und beliebiges p € P mit (2.11):

~B(k) i T(k,i+ 1)go(i,p) + go(k,p) =

i=k

= ST BRE(k, i+ Dgolinp) + B(k + 1,k + Dgolkp) =

i=k

B(k)u(k,p) + go(k, p)

= — > W(k+1,i+1)go(s,p) = u(k+1,p),

izk+1
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d.h. p(-,p) : J — Y ist eine Losung von y' = B(k)y + go(k, p). Ferner folgt aus der Abschitzung
llu(k, Il < 31Nk, i+ 1)l - llgo(i, p)I| < Y KB 7 llgo(i, p)in~" <
i=k

1=k
) n i (%)k
< Pl pE, 2 (3) = K8 llauC w2y =
i=k p
K
= gl plIE "

fiir alle k € J und p € P schliefilich: ||u(-,p)|[f, < ﬂ'fﬁﬂgo(-,p)ﬂtn. Die Stetigkeit von
p:J X P — Y zeigt man wie in Lemma 2.2.2.

(I1I) Der allgemeine Fall wird mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes zunichst fir J = Z,
bewiesen. Der Banachraum B besteht dabei aus allen stetigen Abbildungen v :J x P — ), die
die folgenden beiden Eigenschaften besitzen:

¢ Fiir jedes p € P ist v(-,p): J — Y eine n*-quasibeschrinkte Abbildung.
¢ Die Menge {||v(-,p)l|f, : p € P} ist nach oben beschrankt.

Die Norm auf B wird durch
wllf == sup{|lv(-,p)lI}, : p € P}

definiert.
Zur Definition der Kontraktion T : B — B sei v € B beliebig. Der diskrete dynamische
Prozef

y' = B(k)y + g(k,v(k,p),p) + go(k, p) (2.40)
erfiillt wegen (2.35), (2.36) und (2.37) die Abschitzung
g (-, v(,2), ) + 9o(-> P30 < Ll PIIZ, + Hlgo( PR, < Zlllvlll + M,

d.h. wegen (II) existiert eine stetige Abbildung v* : J X P — Y, so daB v*(-,p) die eindeutig
bestimmte n*-quasibeschrinkte Losung von (2.40) zum Parameter p € P ist. Mit

K

B-n

(P, < (L{ll¥[Il + M)

folgt ferner v* € B. Definiert man nun
Tv:=v"€B,

so implizieren die letzten Ungleichungen:

TP, < ﬁfn

Wendet man jetzt fiir beliebige vy, v, € B Teil (II) auf den diskreten Prozef

(Lllw( T, + g pIIE,) - (2.41)

yl = B(k)y + g(k,l/l(k‘,p),p) - g(ka V2(k’p)’p) (2'42)
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an, so folgt wie im Beweis von Lemma 2.2.2 — da (Tv; — Tv,)(+,p) nach Konstruktion die
eindeutig bestimmte 7*-quasibeschrinkte Losung von (2.42) ist — aus (2.36) und (2.38) die
Abschatzung

KL
B-n
d.h. wegen 0 < n < f — KL ist T eine Kontraktion, und der eindeutig bestimmte Fixpunkt
i € B besitzt die im Lemma geforderten Eigenschaften: u(:,p) ist die eindeutig bestimmte 7n*-
quasibeschrinkte Losung von (2.33) zum Parameter p € P und die Abschitzung (2.38) folgt
unmittelbar aus (2.41).

ITvy = Tl < Il = 2l

(IV) Ist J C Z ein beliebiges nach rechts unbeschrinktes, diskretes Intervall, so existiert zu
beliebigem k € J und p € P wegen (III) eine eindeutig bestimmte 5*-quasibeschrinkte Losung
pe(-,p): Zy — Y von (2.33), und p, ist stetig. Definiert man p: J x P — Y durch

u(k,p) := pe(k,p) ,

so ist u stetig und erfiillt die Forderungen des Lemmas. Man beachte dabei, daf fiir alle p € P
und Ki S K2 < k gllt ll’m(k’p) = l‘nz(k7p)‘

(V) Die Abschitzung (2.39) folgt unter Beachtung von
Pl = Ll P,
sofort aus (2.38) und der vorausgesetzten 7-Quasibeschranktheit von go(-, p). &

Zum Abschluf dieses zweiten Abschnittes soll noch das Losungsverhalten in negativer Zeitrich-
tung fiir parameterunabhingige Prozesse der Form (2.33) untersucht werden, wenn die Ab-
bildung go eine 1~ -Quasibeschrianktheit vorweisen kann. Da in der kontinuierlichen Version
(Lemma 1.2.5) alle Losungen fiir ¢ — —oc existierten, ist anzunehmen, da§ man — um ein ana-
loges Resultat zu erhalten — im diskreten Fall zusdtzlich zu den entsprechenden Bedingungen
aus Lemma 1.2.5 noch die Invertierbarkeit der rechten Seite hinzunehmen mufl. Betrachtet man
jedoch die diskreten Analoga der Voraussetzungen von Lemma 1.2.5, so lautet die Bedingung an
die Quasibeschranktheitskonstante 7 einerseits n < 8 — K L, andererseits muf§ aber auch n € R*
gelten. Um also iiberhaupt ein zulidssiges 7 finden zu konnen, muf die Konstante L der Bedin-
gung L < }% geniigen! Und diese (sinnvolle) Einschrinkung impliziert bereits die Bijektivitat
der rechten Seite fiir beliebiges k € J. Die genauen Ergebnisse sind dem nun folgenden Lemma
2.2.5 zu entnehmen.

Lemma 2.2.5 Gegeben sei der diskrete dynamische Prozef

y' = B(k)y + g(k,y) + go(k) (2.43)

mit einem nach links unbeschrinkten, diskreten Intervall J C Z, einem Banachraum Y, sowie

stetigen Abbildungen B : J — GL(Y), g : J XY = Y und go : J — Y; ¥ sei die erweiterte

Ubergangsabbildung des linearen Prozesses y = B(k)y. Ferner gelte fiir beliebige m,n € J und
y.yel:

H¥(m,n)|| < KB™™™ fir m<n, (2.44)

9(k,0)=0, (2.45)

llg(k,y)— gk, Pl < Llly = 9ll , (2.46)
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mit Konstanten § > 0, K > 1 und 0 < L < % Dann ist fir jedes k € J die Abbildung
B(k) + g(k,-) + go(k) ein Homéomorphismus auf Y, d.h. alle Lésungen von (2.43) existieren
auf ganz J und sind eindeutig bestimmt. Ferner erhdlt man fiir beliebiges 0 < n < f — KL und
k € J: Ist go eine n~-quasibeschrinkte Abbildung, so ist jede Lésung p : J — Y von (2.43)
ebenfalls n~-quasibeschrankt und gentgt der Abschdtzung:

K

mllgoﬂl,n - (2.47)

plle, < Kllu(o)lin™ +

Beweis: Zunichst soll die stetige Invertierbarkeit der rechten Seite von (2.43) fiir beliebiges k
nachgewiesen werden. Sei dazu k € J beliebig. Gemdaf Voraussetzung ist B(k) € GL(}) ein
stetiger Isomorphismus und die stetige Abbildung g(k,:) + go(k) : Y — Y erfiillt fiir beliebige
¥,y € Y wegen (2.46) die Abschitzung

1(g(k,y) + go(k)) — (9(k,9) + go(k))I| < Llly — 71| -
Ferner gilt L > O und L < % impliziert mit (2.10) und (2.44)

LK
L||B(k)!|l = LI|®(k, k + 1)|] < LEG***D = 5 <1

Mit Korollar A.2.3 (Seite 125) folgt nun unmittelbar, daf die Abbildung B(k) + g(k,-) + go(k)
bijektiv mit stetiger Umkehrabbildung ist.

Der nichste (und letzte) Teil des Beweises verlduft analog zum Beweis von Lemma 2.2.3.
Sei p : J — Y eine beliebige Losung von (2.43) und & € J beliebig, aber fest. Dann erhilt man
durch Variation der Konstanten (Satz 2.1.2) fiir alle £ < « die Gleichung

(k) = Wk, () — 3 Bk, + 1) (906 1(5) + 90(6)
und daraus unter Anwendung von (2.44), (2.45) und (2.46):

(Rl < Ix"ﬂ""llu(ﬁ)ll+ilfﬂ’““‘l(llg(i,u(i))—g(i,O)ll+IIgo(i)H)S

i=k

k-1
KB |u(k)l| + KB 87 (Ll|p(@)l] + lgo()I]) =
i=k

IN

- Kﬁ’“‘“llu(n)ll+Ix”Lﬂk'l}_:|Iu(i)llﬂ_i+Kﬁk_l,z_:“g"(i)”n—i (%> =

_ kg (H”(n)nﬁ-w£§||u(i>nﬂ-f+1||go||- Z(ﬂ)> -
ﬂi:k ﬁ " ﬁ

i=k

Mit den Abkiirzungen

LY , —k =K K F 5 N T u i
A(R) = ||p(k)||8 und  T(k) := K||u(x)||8 +ﬂ||golln,,,2(ﬁ)

i=k

folgt
KLY, ..
A(k) < T(k) + 5 D OA(i) firalle k<k.
i=k
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Mit % < 1 liefert das diskrete Gronwall-Lemma (Satz 2.1.3(b)) fir alle k¥ < k — 1 die
Abschitzungen

Ak) < (1 - ﬂ)k-nr(n S0+ S () - TG +1) (1 - %)H”l _

B
Sl (3) )+

i=k

= Ellullp~ (1——’ﬂ—L) B I‘ngonn,é(g)'(l LN

iz

- —k - r\k—K K - KL\*& n ‘
= Kl()I5™(6 - KD) ol () 2 (77%z) <
» - /H I\L k oo n i—
< (5 - KL~ + 2= ILHgom,,,( 7o) L) -
k
KL\* \5=kz
= KIW(lI8™(8 - KD + 5=z llallz, (55 ) = ;’Z— :
. e (1) K AN
< Kluwlir™ (%) + 5= Mugonn,,,(ﬂ)

und .
K
i =49 (2)” < K=+ -l
eyl = ) (7)< Kllu(olln™ + 5=~z laolz,

Beachtet man noch, dafl wegen K > 1 auch ||u(&)||n~* < K||u(s)||n~" + ﬁ_,,IiKL”gOH;,,, gilt,
erhilt man unmittelbar die geforderte Abschdtzung (2.47). &

Ausgestattet mit den vier Hilfssitzen dieses Abschnittes kann man sich nun im nachsten Ab-
schnitt an den Beweis des Hauptsatzes iiber invariante Faserbiindel fiir (im allgemeinen nichtin-
vertierbare) diskrete dynamische Prozesse wagen.

2.3 Der Hauptsatz uber invariante Faserbiindel

Bevor die diskrete Version des Hauptsatzes 1.3.1 formuliert und bewiesen wird, sollen die grund-
legenden Aussagen am Beispiel des (nichtinvertierbaren!) linearen reellen Systems

= 0

: 2.48
y y (2.48)

vorgestellt werden. Die Ubergangsabbildung @ der ersten Gleichung ist gegeben durch
&(m,m) = 1 und &(m,n) = 0 fiir m > n; die erweiterte Ubergangsabbildung der zweiten Glei-
chung lautet ¥(m,n) = 1 fiir beliebige m,n € Z. Fiir frei wahlbare Konstanten 0 < a < 8 <1
sind also die Abschitzungen

a™ " fir m>n und

pgm" fir m<n

|2 (m, n)|
[ (m, )|

IA A
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Abbildung 2.3: Ein Beispiel zur diskreten Version des Hauptsatzes

erfiillt, und mit v := 332”2 folgt unmittelbar (vergleiche Abbildung 2.3):
o Alle Loésungen von z’ = 0 sind y*-quasibeschriankt.

¢ Die triviale Losung von z’ = 0 ist die einzige auf ganz Z definierte Losung — und sie ist
7~ -quasibeschrankt.

e Alle Losungen von 3 = y sind konstant auf Z, wegen v < 1 also 7~ -quasibeschrinkt.

¢ Die triviale Losung von y’ = y ist die einzige Losung, die “exponentiell abklingt”, d.h. die
einzige y*t-quasibeschrankte Losung.

Definiert man nun in Anlehnung an den kontinuierlichen Fall zwei Faserbiindel Sy und Ry durch

So = {(x,&,n)€ZxR*:np=0} und
Ry = {(s,&m)eTxR:£=0},

so implizieren die obigen Aussagen die folgenden beiden Charakterisierungen:

e Sp besteht genau aus den Punkten (,£,7) € Z x R?, fiir die die Losung x : Z, — R? von
(2.48) zur Anfangsbedingung z(k) = &, y(k) = 7 eine y*-quasibeschrankte Abbildung ist.

o R, besteht genau aus den Punkten (k,&,79) € Z x R®, zu denen eine Losung p : Z — R?
von (2.48) existiert, die v -quasibeschriankt ist und der Bedingung p(k) = (£, n) geniigt.

Wihrend also die Charakterisierung des Sp-Faserbiindels im kontinuierlichen und diskreten Fall
ibereinstimmt, beinhaltet die Charakterisierung des R,-Faserbiindels im diskreten Fall noch
eine Ezistenzaussage.

Ein weiterer Unterschied ist beim Begriff der Invarianz erkennbar: Wahrend bei den kon-
tinuierlichen dynamischen Prozessen mit einem Punkt stets die gesamte Losung im jeweiligen
Faserbiindel enthalten ist, gilt dies diskret im allgemeinen nur fiir den Losungszweig in positiver
Zeitrichtung. Der Grund fiir diese Auszeichnung der positiven Zeitrichtung ist natiirlich wieder
bei der fehlenden Invertierbarkeit der rechten Seite zu suchen. Setzt man jedoch die Invertier-
barkeit voraus, so ist auch im diskreten Fall mit einem Punkt stets die gesamte Losung im Sp-
bzw. Ry-Faserbiindel enthalten.
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Diese Unterschiede zwischen den kontinuierlichen und den diskreten dynamischen Prozessen
sind auch im nun folgenden Hauptsatz {iber invariante Faserbiindel erkennbar. Er basiert auf
einem entsprechenden Ergebnis der Vorlesung AULBACH [5], das dort allerdings nur fiir endlich-
dimensionale, parameterunabhéngige Prozesse mit invertierbarer rechter Seite formuliert und
bewiesen wurde. Desweiteren werden im Hauptsatz dieser Arbeit nicht ausschliefllich auf ganz
Z definierte Prozesse behandelt, da die Aussagen zum Sy-Faserbiindel auch fiir Prozesse mit nur
nach rechts unbeschrinktem Definitionsintervall gelten.

Satz 2.3.1 Gegeben sei der von einem Parameter p € P abhdngige, diskrete dynamische Prozef

¢ = A(k)x+ F(k,z,y,p)

y = B(k)y+G(k,z,y,p) (2:49)

mit Banachrdumen X', Y, P, einem nach rechts unbeschrinkten diskreten Intervall I C 1,
sowie stetigen Abbildungen A : I — L(X), B : I - GL(Y), F : IXX XY XP — X,
G:IXXXxYXxP—-Y, mitF(k,0,0,p) =0, G(k,0,0,p) = 0 auf I x P. Ferner gelte:

(H1) Die Ubergangsabbildung & des linearen Prozesses ¢’ = A(k)z und die erweiterte Ubergangs-
abbildung ¥ von y' = B(k)y erfillen fir m,n € I die Abschitzungen

||2(m, n)|
¥ (m,n)]

Ko™™ firalle m>n,

<
< Kp™™™ firale m<n

mit Konstanten K > 1 und 0 < a < 3.
(H2) Fir allek €I, p€e P und (z,y),(Z,5) € X X Y gilt
\|F(k,2,y,p) - F(k,2,4,p)Il < Ll|lz~ ||+ Llly - 9l|
IIG(k, 2, y,p) - G(k,2,9,p)Il < Ll|lz - z[|+ Llly — 9l|
mit 0 < L < 832,

A = (A1, A2) sei die allgemeine Losung von (2.49) gemdff (2.8). Mit vy := g_-2tg gelten dann
folgende Aussagen:

(a) Es gibt eine eindeutig bestimmte Abbildung so : IXX xP — Y, so daff ein Punkt (k,€,n,p)
genau dann in dem Faserbiindel

So := {(K,&,50(K, &, p),p) : KELEEX,p€E P}

enthalten ist, wenn die zweite Komponente Ay(-;k,€,m,p) : Ly — Y der Lésung
A(56,6,m,p) + Ty > X X Y von (2.49) zum Parameter p und der Anfangsbedingung
z(k) = €, y(k) = n eine y*-quasibeschrinkte Abbildung ist. Die Abbildung so ist stetig
und man erhdlt weiter:

(1) Fiir alle k € I und p € P ist so(k,0,p) = 0.
(i) Firallek €I, &,62 € X und p € P gilt:

2K?L(B—a—2KL
|[so(k, &1, ) — So(k, &2, P)I| < B : ag(ﬁﬁ _aa _ 4}(2)H§1 - &l
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(b)

(i) Firallexk €I, £ € X undp € P gilt:

||/\1(v KafaSO(Kvg’p)J))”:,'y < (I( + (ﬂ — a)(éiﬂlf—i - 41(-[/)) “6”7_‘”

2K?L(B — o — 2K L)
(B-a)B-a-4KL)

d.h. A58, €, 80(K, €, p), p) ist v*-quasibeschrdnkt.

||/\2(-;K,E,So(K,ﬁ,p),p)||:7 < ||€|!7_’c ’

(i) Der Graph S, ist ein invariantes Faserbindel von (2.49) in folgendem Sinne: Ist
(k,&,m,p) € So, so gilt (k,A(k;k,€,m,p),p) € So fiir alle k € Z,. (Ist die rechte Seite
von (2.49) fir beliebige k € I und p € P invertierbar, so kann in der letzten Aussage
“k € L,” durch “k € I” ersetzt werden.) Man nennt Sy das So-Faserbiindel von
(2.49).

Ist I = Z, so gibt es eine eindeutig bestimmte Abbildung rq: L x Y x P — X, so daf ein
Punkt (k,&,1,p) genau dann in dem Faserbindel

Ro := {(k,ro(k,m,p),n,p) : K€ L,n€EY,p€E P}

enthalten ist, wenn eine Losung N*(-;k,€,n,p) : & — X X Y von (2.49) zum Parame-
ter p ezistiert, die der Anfangsbedingung z(k) = &, y(k) = n gendgt, und deren erste
Komponente X;(+;k,€,m,p) : L — X eine Y~ -quasibeschrinkte Abbildung ist. Die Lésung
A*(+; K, €,1m,p) ist dann eindeutig bestimmt, rqo ist stetig und es gilt weiter:

(i) Fir alle k € Z und p € P ist ro(k,0,p) = 0.
(ii) Fir alle k € L, ny,m; € Y und p € P gilt:

9K*L(B — a — 2K L)
”7‘0('{7771’1)) - TO(K”'h’p)“ S (ﬁ _ a)(ﬁ —a— 4[(1;)”771 - 772H .

(iii) Firallek € Z, n€ Y undp € P gilt:

2K2L(8 - a — 2K L)
(s - < —%
|| 1( ,K,TO(K,U,P),%P)HR,y = (ﬂ _ Ol)(ﬂ - o - 4KL)||77||7 ’

4K3L?
[[A5C5 8, ro(K s P)s s Py < (I(+ = a)(ﬁ‘_ a_M.L)) lInfly~"

d.h. A*(; 8, 10(K,m,p),n, p) ist 7~ -quasibeschrdinkt.

(iv) Der Graph R, ist ein invariantes Faserbindel von (2.49), das sogenannte R,-
Faserbiindel von (2.49).

Im Fall I = 7% haben die invarianten Faserbindel So und Ry nur die triviale Lésung

gemeinsam, d.h.:
So N Ry = {(%,0,0,p) : k€ L,peP}.

Die triviale Lésung ist also die einzige vy-quasibeschrinkte Léosung von (2.49).

Beweis: (a) Da in Teil (a) nur Aussagen iiber das Losungsverhalten in positiver Zeitrichtung
gemacht werden, und da in diesem Fall die den Differenzengleichungen eigenen Probleme nicht
auftauchen, kann der Beweis ohne Schwierigkeiten analog zum Beweis von Satz 1.3.1(a) (Seiten
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Ro XY

x -1 x x+1 x+2
Abbildung 2.4: Die invarianten Faserbiindel des Hauptsatzes

28-32) durchgefiihrt werden. Lediglich der Stetigkeitsbeweis des So-Faserbiindels vereinfacht
sich: Aus der Stetigkeit von so(ko,-,*) : X X P — Y folgt wegen der diskreten Topologie auf I
bereits die Stetigkeit von sg.

(b) Der Beweis ist vollig analog zum Beweis von Satz 1.3.1(a) aufgebaut. Seien also zunichst
k € Z und 71 € Y beliebig, aber fest gewihlt.

Behauptung: Zu jedem p € P existiert genau ein ro(k,7,p) € X und genau eine Ldsung
A (56, 1o(Ky1,p),m,p) : & — X' XY von (2.49), so daB A} (; &, o(k, 7, p), 7, p) ¥~ -quasibeschrinkt
ist.

Der Beweis dieser Behauptung verwendet wieder den Banachschen Fixpunktsatz. Sei J :=
(=00, k)N Z und B, der lineare Raum aller stetigen Abbildungen g : J x P — X, mit folgenden
Eigenschaften:

o Fiir beliebiges p € P ist u(-,p) : J — X eine y~-quasibeschrinkte Abbildung.
o Die Menge {||u(-,p)ll;, : p € P} ist nach oben beschrankt.

Dieser Raum ist mit der Norm

Il := sup{llu(-, PI5, : p € P}

ein Banachraum. Sei 1 € B, beliebig. Zunichst wird das folgende Anfangswertproblem betrach-
tet:

y' = B(k)y + G(k,u(k,p),y,p) , keJ , y(k)=n. (2.50)
Wegen 0 < L < % < f’; und (H1) gilt fiir beliebige k¥ € J und p € P die Ungleichung

KL
L||B(k)~"|| = LI|¥(k, k + 1)|| < 5 <L

weswegen Korollar A.2.3 anwendbar ist. Also ist die rechte Seite der Differenzengleichung in
(2.50) fiir beliebige k € J und p € P ein Homoomorphismus auf J, und die so entstehende Familie
von Umkehrabbildungen erzeugt eine stetige Abbildung J x Y x P — Y. (Man vergleiche hierzu
auch (2.4).) Damit besitzt (2.50) fiir beliebiges p € P eine eindeutig bestimmte Losung v(-,p)
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auf J, und die Abbildung v : J xP — )Y ist stetig. GemaB Lemma 2.2.5 ist (-, p) dariiberhinaus
fiir alle p € P 7~ -quasibeschriankt mit

K KL
. - <K -—. 4 . . - <K R T .
W2l < Kllnlly™ + =g G2, 02z < Klinlly™ + 5=l

Betrachte nun die Differenzengleichung

' = A(k)z + F(k,p(k,p),v(k,p),p) , k€J. (2.51)
Wegen
| F(k, plk, p), vk, p), )Y ™* < Ll p)llcy + ZIv( IRy <
KIL?
< K " _— .
< Kblllb+ (24 g2t )l (252)

fiir alle k € J und p € P existiert nach Lemma 2.2.2 zu jedem Parameterwert p € P genau eine
~~-quasibeschriankte Losung p*(-,p):J — X von (2.51). Ferner ist die Abbildung p* : J X P —
X stetig und wegen (2.21) und (2.52) in B,. Damit 1afit sich durch

Tepp =

eine Abbildung T , : B, — B, definieren.

Bevor der Banachsche Fixpunktsatz auf diese Abbildung angewandt werden kann, miissen
noch einige Abschitzungen bewiesen werden.

Seien dazu ny,m, € YV, f1, 42 € B, und p € P beliebig, aber fest. v;(-,p) sei die Losung des
Anfangswertproblems

y = B(k)y + G(k, (K, p),y,p) » k€T , ylK)=mn.
Dann ist (-, p) := v(+,p) — v2(-,p) eine Losung der Differenzengleichung
yl = B(k)y + G(k’/ll(kap)7y+ Vz(k',P)aP) - G(kuu’2(k7p)7y2(k7p)1p) ’ kelJ ’

die wieder den Voraussetzungen von Lemma 2.2.5 geniigt. Damit erhalt man

o . 2K L )
HV("p)Hn,'y <K ||V(’{,p)”7 + mnﬂl(ap) - ”2('ap)||n,'y 3

d.h.

. . 2K L B
lvi(-sp) = va(, P)llcy < Kllm— m|ly ™" + mllm(-,p) —pa(5Pley - (2:53)

Sei nun u} := Ty ,,pi. Dannist p*(-, p) := pi(-, p)—p3(-, p) eine Losung der Differenzengleichung
o' = A(k)x + F(k, pi(k, p), i(k, p), p) — F(k, pa(k, p), o(k, p),p) 5 ke,
wobei fiir alle k € J mit (2.53) die folgende Abschitzung erfiillt ist:
|F(k, pa(k, p), va(k, p), p) = F(k, pa(k, p), va(k, p), p) Iy ™" <

< Lllu(sp) = m2(5 Py + Ll p) — w2 (Pl <
_ i . 2K L? _
< Ll p) = p2()llcy + LE | — mlly™" + mllm(-,p) = 12(5 IS, =

L(B —a)

mllﬂl(-,m — (5Pl -

= LK||n —mlly™" +
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Da p*(-, p) nach Konstruktion y~-quasibeschriankt ist, liefert die Anwendung von Lemma 2.2.2

) __2K?L . 2K L .
He™ ()l < mllm = |y + mllm(nzﬂ — p2( P55

und mit T ,,p; = p; folgt schliefilich
_ _2K?L . 9K L }
| Tx 1 (-5 P) = Taimabia(-, P15y < E‘:‘;H’h - |y + mllﬂl(w.ﬂ) — p2( Py -
(2.54)
Damit lassen sich leicht die Aussagen von (b) beweisen:
Fiir n = 1, = 1, und beliebiges p € P liefert (2.54) die Ungleichung

2KL 2KL
TN y _TIC s ; S = arrT " - "y ; S = aTrT - b
et (o2 =Tepitao 2z < G g D) =)z < Gma gl sl

und durch Bildung des Supremums schliefllich

2KL

m”lﬂl - 2l -

Tk ntts = Tapmalll <
Wegen L < gﬁ ist 2KL < f—a —2KL, dh. T,, ist eine Kontraktion auf B, — besitzt also
genau einen Fixpunkt p., € By. Ve, 1 J X P — Y sei die zu p,, gehorige Losung von (2.50).
Setzt man ro(K, 7, p) 1= (K, p) und

(iuﬂyfl(kvp)ayn,r](k,p)) fir k S K

A (k; &, o(Ky 1, P), 10 D) 1= { Mk; &, mo(k,m,p),n,p) firk >k

(X ist die allgemeine Losung von (2.49)), so ist A* offensichtlich eine globale Losung von
(2.49) zum Parameter p und zur Anfangsbedingung z(k) = ro(k,7,p), y(k) = 7, und
A1 (k5 &, 70(Ky M, ), 1, p) ist Y~ -quasibeschrankt.

Ist umgekehrt A\* eine Losung von (2.49) mit diesen Eigenschaften, so erhalt man wie im
Beweis von Satz 1.3.1, daf die Einschrdnkung der ersten Komponente :\} auf J gleich p,,(:,p)
sein muB, woraus sofort A* = \* folgt.

Beweis von (i): Gemif Voraussetzung ist die Nullabbildung fiir jedes p € P eine globale Losung
von (2.49), und zwar eine y~-quasibeschrinkte. Somit folgt ro(k,0,p) = 0 aus der bereits
bewiesenen Eindeutigkeitsaussage.

Beweis von (1) und (4i): Seien p, und p,, die Fixpunkte von T, bzw. T, ,,. Dann gilt
wegen (2.54) fiir beliebige p € P

_ oKL . oKL i
#2509, (s 2) = Bwna (5 P12y < 'ﬁ‘——HTh - mly" + m”m,m(',])) — s (5 P15

-

oder
2K2L(f —a—2KL)
. p) — ao)llo. < — -% )
£k, (55 P) = yna( ,P)”,;,a, “B-a)B-a— 4I(L)”7h N2y ™%, (2.55)

und damit schliefilich
lIro(k, 11, P) = To(K, N2y P)I| = |l tw,ma (Ky P) = b0, (5, PII| <

2K2L(3 — a — 2K L)
< . p) — . A — )
< e G5 P) = pa (5 D)7 " < (ﬁ—a)(ﬂ—a—4KL)”m 7|l
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Fir 7, = 0 gilt offensichtlich p;,, = 0 — und (2.55) ergibt mit 1 = 7; genau die in (i)
geforderte Abschitzung fiir Aj(; &, ro(k,1,p),n,p). Mit Lemma 2.2.5, angewandt auf

y = B(k)y + G(k, X{(k; 6, 70(K,1,2), 1, 0), ¥, P) »

folgt daraus auch unmittelbar die Abschitzung fiir A}(+; &, 7o(k,7,P), 7, D).

Beweis von (1): Seien (k,£,n,p) € Ry und Ko € Z, beliebig. Dann ist nach dem bereits bewiese-

nen Aj(;&,&,1,p) ¥~ -quasibeschrinkt. Wegen (ko, A(ko; %, £,7,P),P) = (Ko, A*(Ko; £, £, 7, p), )
erfiillt also auch (kq, A(Ko; K, &, 1, p), p) die Charakterisierung in (), und liegt somit ebenfalls in

Ry. Ist die rechte Seite von (2.49) fiir beliebige k£ € Z und p € P invertierbar, erhélt man vollig
analog die obige Aussage fiir alle ko € Z.

Bleibt nur noch die Stetigkeit von ry nachzuweisen. Sei dazu (Ko, 70,P0) € Z X Y X P beliebig.
Wegen (Ko, M0, P) = Kro,no(K0» D) Und pigg no € By, ist die Abbildung ro(Ko, 70, ) : P — X stetig,
woraus man mit Lemma A.2.5 und (iz) sofort die Stetigkeit der Abbildung ro(xo, -, ) : YXP — X
erhalt. Die diskrete Topologie auf Z liefert jetzt unmittelbar die Stetigkeit von 7o.

(c) Sei (k,&,m,p) € SoN Ry beliebig. Dann existiert wegen (a) und (b) eine eindeutig bestimmte
Losung u = (p1,2) : & — X X Y von (2.49) zum Parameter p mit py (k) = &, pa(k) = 0, die
vt- und 7~-, also y-quasibeschrinkt ist. Die Voraussetzung (H2) impliziert nun unmittelbar die
v-Quasibeschrinktheit von F(-, ui(-), p2(+), p) und G(+, ps(-), pi2(+), p), und Lemma 2.2.4 liefert:
p7 ist die eindeutig bestimmte y-quasibeschrinkte Losung von

y' = B(k)y + G(k, p(k), p2(k), p) -
Ferner ist p; gemifl Lemma 2.2.2 die eindeutig bestimmte 7-quasibeschrankte Losung von
' = A(k)z + F(k, pa(k), pa(K), p) 5
und wie im Beweis von Satz 1.3.1(c¢) erhilt man mittels (2.22) und (2.39) die Abschitzungen

2KL
Al < (—22 2|l firi=1,2.

Wegen L < £22 ist ﬂ—_—% < 1, weswegen die obigen beiden Ungleichungen nur fir |||y = 0

erfiillbar sind, d.h. p ist die Nullabbildung. Folglich gilt £ = u;(k) = 0, n = p2(x) = 0. Damit
ist alles bewiesen. <&

Wie im kontinuierlichen Fall iibertragen sich Periodizititseigenschaften der rechten Seite von
(2.49) auf die invarianten Faserbiindel des Hauptsatzes. Die entsprechenden Ergebnisse sind im
folgenden Analogon zu Korollar 1.3.2 enthalten.

Korollar 2.3.2 Gegeben sei wieder der von einem Parameter p € P abhdngige Prozef§

= A(k)z+ F(k,z,y,p)
y = B(k)y+G(k,z,y,p)

(2.56)

mit den Voraussetzungen von Satz 2.8.1. sy und 1o seien die Abbildungen aus Satz 2.3.1. Dann
gilt:
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(a) Sind die Abbildungen A, B, F und G periodisch in k mit Periode © € IN, so gilt fir alle
kKel,peP,é€cX undne):

30(K+97£7p) = So(ﬂ,f,p) un’d
TO(K+Ov77ap) = 7‘0(&’7,1’),

d.h. auch sy und ro sind periodisch in k mit Periode O.

(b) Ist der Prozef8 (2.56) autonom, d.h. sind die Abbildungen A, B, F und G von k unabhdngig,
so sind auch sy und rg von k unabhdngig. Die Mengen

SO = {(6730(£vp)’p):€€/vapep} und
Ry := {(ro(n,p);m,p):n€V,p€P}

sind also invariante Mannigfaltigkeiten tm Phasenraum.

Beweis: Die Aussagen von (b) sind unmittelbare Konsequenzen aus (a).

Zum Beweis von (a) seien k € I, £ € X und p € P beliebig, aber fest. Bezeichnet u = (py, pi2) :
Z, - X x Y die Losung von (2.56) mit u;(x) = £ und ps(k) = so(k, &, p), so ist p, gemaf Satz
2.3.1 v*-quasibeschrankt. Definiert man v = (v1,v2) : Zgyo — & X Y durch

(k)= (k= 0) und (k) = po(k - 0),

so ist wegen der Periodizitit von A, B, F und G auch v eine Lsung von (2.56). Ferner ist v,
y*-quasibeschrankt. Satz 2.3.1 liefert dann

so(k+0,6,p) = so(k+0O,u(k+ 06— 0),p) = so(k + O, 11(k + 0),p) =
= 1k +0) = ps(k) = so(k, t1(K),p) = so(k,&,p) -

Die Periodizitat von ro wird vollig analog bewiesen. <

Verwandte Ergebnisse fiir diskrete dynamische Systeme findet man etwa in IRWIN [15, pp. 144ff],
IRWIN [16] oder SHUB [28, pp. 33ff]. Dabei behandeln die beiden letztgenannten Arbeiten
Systeme mit nichtinvertierbarer rechter Seite.

Wie im ersten Kapitel wird der Hauptsatz in den nun folgenden vier Abschnitten verwendet,
um invariante Faserbiindel durch Losungen und Faserungen des erweiterten Phasenraumes zu
konstruieren, und um schlieilich das Reduktionsprinzip, sowie die Sdtze von Hartman-Grobman
fir diskrete dynamische Prozesse zu beweisen.

2.4 Invariante Faserbiindel durch Losungen

Wie bereits mehrfach deutlich wurde, ist bei diskreten dynamischen Prozessen mit nichtinver-
tierbarer rechter Seite im allgemeinen keine Aussage zur Losbarkeit eines Anfangswertproblems
links von der Anfangszeit moglich. Man kann demnach das Korollar 1.4.1 iiber invariante Fa-
serbiindel durch Lsungen nicht einfach auf diskrete Prozesse umschreiben: Mochte man namlich
die S- und R-Faserbiindel durch einen Punkt des erweiterten Phasenraumes konstruieren, so muf}
zunichst einmal eine Losung auf ganz Z existieren, die den betrachteten Punkt enthalt — und
die gibt es eben im allgemeinen nicht!
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Abbildung 2.5: Invariante Faserbiindel durch Lésungen: Ein Beispiel

Ein Ausweg bietet sich sofort an: Man verlangt von der rechten Seite des diskreten dynami-
schen Prozesses Invertierbarkeit, erreicht also, dal durch jeden Punkt des erweiterten Phasenrau-
mes genau eine auf Z definierte Losung verlduft — und ignoriert damit die ZuBerst interessanten
nichtinvertierbaren Differenzengleichungen. Trotzdem ist in gewissen Situationen diese Losung
durchaus sinnvoll, wenn etwa a priori bekannt ist, daB das zu beweisende Ergebnis im allgemei-
nen nur fiir invertierbare Prozesse gilt. (Man vergleiche dazu Lemma 2.7.6 im Hinblick auf die
Satze von Hartman-Grobman.)

Auf der anderen Seite ist natiirlich zu erwarten, daB bei der Untersuchung nichtinvertier-
barer diskreter dynamischer Prozesse nur noch stark reduzierte Aussagen mdoglich sind. Das
Trivialbeispiel

-

=0

) 2.57
y y ( )

des letzten Abschnittes soll dies verdeutlichen (vergleiche Abbildung 2.5). Betrachtet man einen
Punkt (ko,&,7m0) € Z X R? des erweiterten Phasenraumes mit & # 0, so existiert genau eine
Losung g von (2.57) durch diesen Punkt, und diese Losung ist nur auf Z,, erklirt. Definiert
man

S;z = {(K,f,ﬂ) : '{2’{0,561{’7]:770}7

und bezeichnet A die allgemeine Losung von (2.57), so besteht S, aus genau den Punkten (, ¢, )
mit K € Zg,, fiir die die Abbildung A(+; ,€, 1) — p(-) v*-quasibeschriankt ist (0 < v < 1). Es ist
jedoch nicht méglich, dieses Faserbiindel auf verniinftige Art und Weise in negativer Zeitrichtung
fortzusetzen, oder gar ein R-Faserbiindel durch p zu definieren — dazu wire das Verhalten von
p in negativer Zeitrichtung vonnéten.

Ganz anders ist die Situation bei Punkten der Form (ko,0, 7). Die Definition v(k) := (0, 70),
k € Z, liefert eine globale Losung von (2.57) durch diesen Punkt und man erhilt leicht zwei
invariante Faserbiindel

Sy
R,

{(K7§777) : KEZ,&E]R,WZTIQ} und
{(s,&n) : K€L, E=0,n€ R},

die analog zu Satz 2.3.1 und Korollar 1.4.1 charakterisiert werden konnen.
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Die Untersuchung invarianter Faserbiindel durch Lésungen ist also bei diskreten dynamischen
Prozessen vielschichtiger als im kontinuierlichen Fall. Aus diesem Grund werden drei Ergebnisse
bewiesen, die dieser Vielschichtigkeit Rechnung tragen.

¢ In Korollar 2.4.1 wird eine Differenzengleichung wie im Hauptsatz 2.3.1 betrachtet (aller-
dings parameterunabhéngig), und eine spezielle Lésung u dieses Prozesses, die auf einem
nach rechts unbeschriankten, diskreten Intervall definiert ist. Es zeigt sich, dafl dann ein
invariantes S-Faserbiindel durch g wie in Korollar 1.4.1 existiert, natiirlich nur auf dem
Definitionsintervall von p. Ist u auf ganz Z definiert, kann auch das R-Faserbiindel durch
it konstruiert werden.

e Auch das zweite Ergebnis (Korollar 2.4.2) untersucht nicht notwendigerweise invertierbare
Prozesse. Es wird gezeigt, daf die stets vorhandenen S-Faserbiindel durch Losungen stetig
von den Anfangswerten der Losungen abhangen.

¢ In Korollar 2.4.3 werden schliefllich invertierbare Differenzengleichungen behandelt. Man
erhalt das exakte Analogon zu Korollar 1.4.1.

Zunichst aber wird der allgemeinere, d.h. nicht notwendigerweise invertierbare Fall untersucht.

Korollar 2.4.1 Gegeben sei der diskrete dynamische Prozef§

' = A(k)z+ F(k,z,y)
y B(k)y + G(k,z,y)

(2.58)

mit Banachrdumen X', Y, einem nach rechts unbeschrinkten, diskreten Intervall I C Z, sowie
stetigen Abbildungen A: 1 — L(X), B: I - GL(Y), F:IXXA xY - X, G:IxXxY =),
mit F(k,0,0)= 0, G(k,0,0) = 0 auf I. Ferner gelte wie in Satz 2.3.1:

(H1) Die Ubergangsabbildung & des linearen Prozesses z' = A(k)z und die erweiterte Ubergangs-
abbildung ¥ von y' = B(k)y erfillen fir m,n € I die Abschdatzungen

||2(m, n)|
1 (m, n)|

Ka™™™ firalle m>n,

<
< Kp™™™ firale m<n
mit Konstanten K > 1 und 0 < a < 3.

(H2) Fir alle k € I und (z,y),(Z,9) € X x Y gilt

”F(k,l‘,y) - F(kv:i7 g)”
||G(k7x7y) - G(kv‘i’ g)”

Ll|lz — 2|| + Lily - 3l|
Lilz - z[| + Llly - 9l

IA A

; B=c
mit 0 < L < 7.

Wieder sei A = (A1, \;) die allgemeine Lésung von (2.58) gemdf (2.3) und v := %ﬁ

Dariiberhinaus sei eine Losung p @ J — X x Y von (2.58) gegeben, mit einem nach rechts
unbeschrankten, diskreten Intervall J C I. Dann gilt:

(a) Es ezistiert eine stetige Abbildung s, : J X X — Y mit

S, = {(k,& su(K,8) : k€T €€ X}
= {(k,&n) = A5k, &) — pu(-) ist ¥ -quasibeschrinkt}
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und

2K2L(B — a — 2K L)
(B—a)(8~-a—-4KL)

fir beliebige k € J und &1,&, € X'. Ferner ist S, ein invariantes Faserbindel fir (2.58)
(im Sinne von Satz 2.8.1(a),(iv)), das S-Faserbiindel durch die Losung p.

||Su(’{’€1)_5u('€7€2)|| < ||€1 “62”

(b) Im Fall I = J = Z ezistiert dariberhinaus eine stetige Abbildung r, : % x Y — X, so daf§
ein Punkt (k,€,m) genau dann in dem Faserbindel

R, = {(k,ro(5,m),m) : K€ L,ne Y}

enthalten ist, wenn eine Losung A*(+;k,€,m) : Z — X X Y von (2.58) ezistiert, die der
Anfangsbedingung z(k) = £, y(k) = n genigt, und fir die die Differenz X\*(-;k,€&,1) — p(+)
eine v~ -quastbeschrinkte Abbildung ist. Ferner gilt die Abschitzung

2K’L(B~-a-2KL
rtosm) = ru )l € e = — |

fiir beliebige k € Z und ny,1m; € Y, und R, ist ein invariantes Faserbindel fir (2.58), das
R-Faserbiindel durch die Losung p.

Beweis: Der Beweis verwendet (wie im kontinuierlichen Fall) aufler dem Hauptsatz 2.3.1 nur
den Satz 2.1.1 iiber die Differenzengleichung der gestérten Bewegung.

Betrachte also neben (2.58) noch den auf J X & x Y erklirten, parameterunabhingigen
diskreten dynamischen Prozef}

g = A(k)z+ F(k,z + pa(k),y + pa(k)) — F(k, pa (), pa(k))

v = B(k)y+Gk,z+ pi(k),y+ pa(k)) — Gk, pa(k), pa(k)) (2.59)

Man iiberzeugt sich leicht davon, daff (2.59) den Voraussetzungen von Satz 2.3.1 geniigt. Somit
existiert eine stetige Abbildung 8o : J x X — Y fiir (2.59) gemif Satz 2.3.1(a). Definiert man

su(k,€) := so(K, & — pa(K)) + pa(k)

so ist s, offensichtlich stetig und erfiillt die in (a) geforderte Abschéitzung.

Sei nun (k,&,7n) ein Punkt in J x X x Y, sodaB v : J — X x Y, definiert durch v(k) :=
Mk;k,€,m) — p(k), eine y*-quasibeschrankte Abbildung ist. Gemdf$ Satz 2.1.1(b) ist dann
v eine Losung der Differenzengleichung (2.59), woraus sofort v5(k) = so(k,v1(k)) folgt. Die
Beziehungen v(k) = £ — (k) und vo(k) = 7 — pao(k) implizieren jetzt

n = vaK)+ pa(K) = so(k, v1(K)) + pa(k) =
= 8o(k, & — p(K)) + pa(k) = 8,4(k,€)

d.h. (x,£,n) € S,. Ist nun umgekehrt (k,£,n) € Sy, so erhdlt man fir v(-) := A(-; 8, &, 1) — p(+):
v ist eine Losung von (2.59) mit vy (k) = £ — 1 (k) und va(k) = 9 — pa(K). Mit 5 = s,(x, §) folgt
va(k) = 01— pa(K) = 8u(K,8) — pa(k) =

= s0(k,€ = p(k)) = so(,11(%)) ,

d.h. v(+) := A(:; K, €,n) — () ist yt-quasibeschriankt. Die Invarianz von S, folgt wie im Beweis
von Satz 2.3.1. Damit ist (a) bewiesen. Der Beweis von (b) verlauft vollig analog. <&
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Korollar 2.4.1 zeigt, dafl in der Situation des Hauptsatzes 2.3.1 durch einen Punkt (ko, &0, 70)
des erweiterten Phasenraumes stets ein invariantes S-Faserbiindel auf Z,, existiert. Das nun
folgende Korollar untersucht die stetige Abhangigkeit dieser Faserbiindel von den Anfangswerten.
Damit wird es im sechsten Abschnitt moglich sein, das Reduktionsprinzip fiir nichtinvertierbare
diskrete dynamische Prozesse zu beweisen.

Korollar 2.4.2 Gegeben sei der diskrete dynamische Prozef

2 = A(k)s+ F(k,z,y)

¥ = B(k)y+Gk,z,y) (2.60)

mit Banachriumen X und Y, sowie stetigen Abbildungen A : Z — L(X), B : L — GL(Y),
F:ZXXXY->X,G:LExXx)Y—Y mit F(k,0,0)=0, G(k,0,0) =0 auf Z. Ferner gelte:

(H1) Die Ubergangsabbildung & des linearen Prozesses ' = A(k)z und die erweiterte Ubergangs-
abbildung ¥ von y' = B(k)y erfillen fir m,n € Z die Abschdtzungen

|@(m,n)|| < Ka™™ firale m>n,
¥(m,n)]| < Kp™" firale m<n

mit Konstanten K > 1 und 0 < a < (3.
(H2) Fir allek € Z und (z,y),(Z,§) € X x Y gilt

|F(k,z,y)— F(k,z,9)ll
”G(k,:l}, y) - G(k,d_:, 37)”

Lijz — &|{ + L{jy - 9]l
Li|lz - z|| + Llly - 9]l

IA A

; f-«o
mit 0 < L < 557,

A bezeichne wieder die allgemeine Lésung von (2.60), die Menge D CZL x X XL X X X Y set
definiert durch
D = {(nafa 50’607770) - K 2 KO} .

Dann gilt mit v := 222 Es eristiert eine stetige Abbildung s : D — ) mit
g v 2 g

SK’U’EOY"D = {('{75’3(’{’6”{07507770)) - K Z K07£ € X}
= {(k,&n) : A5K,€,1m) — A5 Ko, €0, o) ist ¥ -quasibeschrinkt}

und
K?*L(f—-a—-2KL
15, €1 o o0 ) = (5. a0 < 75 agfﬂ % 2) 11— &l

fiir beliebige Kk, ko € &, K > Ko, £0,61,62 € X und 19 € Y. Ferner ist Si, ¢, €00 tnvariantes
Faserbiindel fir (2.60) im Sinne von Satz 2.3.1(a),(iv), das S-Faserbiindel durch (o, o, 70) bzw.
durch die Losung A(+; Ko, &o, 70)-

Beweis: Sei kg € Z beliebig, aber fest. Analog zum Beweis von Korollar 1.4.1 betrachtet man
nun fiir beliebiges (&o,70) € X X Y den auf Z,, X X X Y erklarten diskreten dynamischen Prozef

z = A(k)x + -l?ng(k’xa y1£0’ 770) (261)
y, = B(k)y+Gno(k’xay7€Oan0)
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R Ro X xY

x-1 x x+1 x+2
Abbildung 2.6: Diskrete invariante Faserbiindel durch Losungen

mit _
Fno(k, z, 9, o, "70) F(k, z+ }‘l(k; Ko, €o, 770), y+ /\2(k; Ko, €o, 770))—
F(k, Al(k; Ko, €o, 770), Az(k; Ko, €o, 770)) y
G(k,z + Ai(k; Ko, €0, 0)s ¥ + A2(K; Ko, 0, 10)) —

G(k, Al(k§ Ko, o, 770), /\2(k; Ko, &o, 770)) ’

und Parameterraum X' x Y. (Ko ist fest, wird also nicht als Parameter betrachtet.) Dieser Prozef§
ist die Differenzengleichung der gestérten Bewegung zur Losung A(+; Ko, o, 0) von (2.60). Da
die allgemeine Losung A gemif (2.3) stetig ist, erfiillt (2.61) die Voraussetzungen von Satz 2.3.1.

Damit existiert eine eindeutig bestimmte stetige Abbildung s, : Z,, X X X X X Y — Y fur
(2.61) gemif Satz 2.3.1(a). Definiert man fiir £ > ko

éno(k’ z,y, 60, 170) .

8(K, €5 Koy €0y Mo) 1= Sxo(Ky & — A1(K; Ko,y €0y M0)5 0y M) + A2(K; Koy €0y 7o) 5

so ist (-, -, Ko, *, ), und damit — wegen der diskreten Topologie auf Z — auch s stetig. Wie im
Beweis von Korollar 2.4.1 erhilt man die tibrigen Aussagen von Korollar 2.4.2. <&

Abschlieflend soll nun noch das exakte Analogon zu Korollar 1.4.1 bewiesen werden: Korollar
2.4.3 behandelt diskrete dynamische Prozesse mit invertierbarer rechter Seite. Es wird beim
Beweis der Sitze von Hartman-Grobman im siebten Abschnitt Verwendung finden.

Korollar 2.4.3 Gegeben sei der diskrete dynamische Prozef§

' = A(k)z+ F(k,z,y)

Y = B(Ky+Glkzy) (2:62)

mit Banachraumen X und Y, sowie stetigen Abbildungen A : L — L(X), B : L — GL()),
F:ZLxXxY—-X,G:LxXxY—)YmitF(k0,0)=0, G(k,0,0)=0 auf Z. Ferner gelte:

(H1) Die Ubergangsabbildung & des linearen Prozesses ' = A(k)z und die erweiterte Ubergangs-
abbildung ¥ von y' = B(k)y erfillen fir m,n € I die Abschdtzungen
[|@(m,n)|]|] < Ka™™" firalle m>n,
[|¥(m,n)|]] < KB™™" firalle m<n

mit Konstanten K > 1 und 0 < a < S.
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(H2) Fir alle k € Z und (z,y),(Z,§) € X x Y gilt

||F(k,1‘,y)— F(kai,y)”
|G (k,z,y) — G(k, %, §)|

Li|lz — z|| + Llly - l|
Li|lz — || + Llly - 9]l

IA A

; B-a
mit 0 < L < 55

(H3) Fiir belicbiges k € 7 ist die rechte Seite von (2.62) ein Homéomorphismus auf X' X ).
Damit ezistiert die erweiterte allgemeine Losung Mk; k,€,m) = (M(k; 5, €,n), Aa(k; 6,6, 1))
gemdp (2.4) und A: L XL XX XY — X XY st stetig.

Mt v = "—;ﬁ gilt dann:

(a) Es ezistiert eine stetige Abbildung s : L x X X L X X X Y — Y mut

Sno,fo,no = {(H,E,S(K,E,KO,&), 770)) P KE zvf € X}
= {(k,&,n) : A K,&m) = A(+; Ko, €0, 7o) st vt -quasibeschrdnkt}

und

KlL(f—a—-2KL
||5(K7 613 K/O?{O» 770) - 3(“7627 Ko, an 770)” S (; ‘_ agl(Bﬂ _aa _24}{2)

|11 = &

fiir beliebige K ko € L, £o,&1,&a € X und 19 € Y. Ferner ist Si ¢, €in tnvariantes
Faserbiindel fiir (2.62) in folgendem Sinne: Ist (K,£,1) € Sco,e0,m0s 50 gilt (k, AM(K;K,€, 7)) €
Seo.como fiir alle k € L. Man nennt Sk, ¢, ., das S-Faserbiindel durch (%o, &0, 70) bzw. durch
die Losung A(-; Ko, €0, 0)-

(b) Es ezistiert eine stetige Abbildung r : L X Y X L X X x)Y — X mit

Rﬂmfoyfln = {(K,’l"(l{’ 7, KO&&O’ 770), 77) tKE z’n € y}
= {(k,&,n) : A3 K,6,m) = A(+; Ko, €0, To) st 7~ -quasibeschrdankt}
und

2K?L(f - a—-2KL
[7(K, M1, Ko, €0y M0) = T(Ky M2, Ko, €0y M| < (B - ag?ﬂ o 41“3)”771 = |

fiir beliebige Kk, kg € &, & € X und no,m,n2 € Y. Ferner ist R, ¢, ,, €in nvarian-
tes Faserbiindel fir (2.62), das R-Faserbiindel durch (ko,&o,70) bzw. durch die Losung
A(a Ko, £03 770)

Beweis: Sei ko € Z beliebig, aber fest. Wie im Beweis von Korollar 2.4.2 betrachtet man fiir
beliebiges (&, 7m0) € X x YV den auf Z x X’ x Y definierten, diskreten dynamischen Prozefl

' = A(k‘)IE + Fnu(k, z,Y, o, 770)

¥y = B(k)y+ G (k,z,9,&,m0) (2.63)
mit _
Feo(k,z,y,60,m0) = F(k,z+ M(k; Ko, o, Mo)s Y + A2(k; Ko, §o, M0)) —
. F(k’/\l(k;ﬁo,fo,no)’ Ag(k; Ko, o, M0)) »
Gno(kvzv y7§07 770) = G(kvz + /\l(k’ KOaEOv 770)’ y + ’\Z(k; H07§07 770))_
G(k, M1(k; Ko, Eo, M0), A2(k; K0, &0, 70)) -
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Dieser Prozef ist die Differenzengleichung der gestérten Bewegung zur Losung A(+; ko, £, 7o) von
(2.62). Die rechte Seite von (2.63) ist fiir festes k € Z und (&, 70) € X’ XY ein Hombomorphismus
auf X x ), d.h. alle Losungen existieren auf ganz Z und sind eindeutig bestimmt. Ferner
iiberzeugt man sich leicht, daBl (2.63) den Voraussetzungen von Satz 2.3.1 geniigt, mit dem
Parameter (£o,70) € X X Y.

Also existiert wieder eine eindeutig bestimmte stetige Abbildung s, :Z X XA X A XY = )Y
fiir (2.63) gemif Satz 2.3.1(a). Definiert man

S(Ka gv Ko, £01 770) = Sno('{vg - )‘I(K‘; Ko, 607 770)1 607 770) + /\2('{; Ko, £07 770) 9

so ist s offensichtlich stetig und wie im Beweis von Korollar 1.4.1 erhdlt man die restlichen
Aussagen von (a). Der Beweis von (b) wird analog durchgefiihrt. &

Wie im vierten Abschnitt des ersten Kapitels kann man diese Ergebnisse auch speziell auf dis-
krete dynamische Systeme anwenden. Da man hierbei vollig analoge Aussagen erhilt, werden
sie in diesem Abschnitt nicht eigens aufgefiihrt.

2.5 Faserungen des erweiterten Phasenraumes

Bei den kontinuierlichen dynamischen Prozessen wurden mit Hilfe von Korollar 1.4.1 horizontale
und vertikale Faserungen des erweiterten Phasenraumes konstruiert — die zentralen Hilfsmittel
zum Beweis des Reduktionsprinzips und der Satze von Hartman-Grobman. Bei den diskreten
dynamischen Prozessen geht man natiirlich vollig analog vor, mit einem kleinen Unterschied:
Im Hinblick auf spitere Anwendungen werden die Betrachtungen zweigleisig durchgefiihrt.

e In Definition 2.5.1 wird fiir nicht notwendigerweise invertierbare dynamische Prozesse die
horizontale Faserung eingefiihrt, Satz 2.5.2 gibt Bedingungen an, unter denen jeder Punkt
des erweiterten Phasenraumes auf genau einer horizontalen Faser liegt.

¢ In Definition 2.5.3 und Satz 2.5.4 werden invertierbare diskrete dynamische Prozesse be-
handelt, und man erhilt die exakten Analoga zu Definition 1.5.1 und Satz 1.5.3.

Zunichst sollen also Differenzengleichungen untersucht werden, deren rechte Seite nicht notwen-
digerweise invertierbar ist. Gegenstand dieser Untersuchungen ist wieder ein diskreter dynami-
scher Prozefl der Form

o = A(k)z+ F(k,z,y)
y = B(k)y+G(kz,y)

Dabei seien X', ) beliebige Banachraume, 4 :Z — L(X),B:Z > GL(Y), F:ZLx X x) — X,
G:Z x X xY — ) seien stetige Abbildungen mit F(k,0,0) = 0, G(k,0,0) = 0 auf Z. Ferner
gelte wie in Satz 2.3.1 und Korollar 2.4.2:

(2.64)

(H1) Die Ubergangsabbildung & des linearen Prozesses ' = A(k)z und die erweiterte
Ubergangsabbildung ¥ von y' = B(k)y erfiillen fiir m,n € Z die Abschiatzungen

||2(m, n)|
1% (m, n)l|

Ka™™™ firalle m>n,

<
< K™ firalle m<n

mit Konstanten K > 1 und 0 < a < 8.
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(H2) Fiir alle ¥ € Z und (z,y),(Z,7) € X x Y gilt

Lilz - 2| + Llly - 91|
Llle - 2|[ + Llly — gl|

||F(k’x’ y) - F(k’iyg)“

<
Gk, z,y) - G(k, 2, 9)| <

mit 0 < L < £=2.

Ak;k,6,m) = (M(ks &, €,m), Aa(k; 8, €, 1)) sei wieder die allgemeine Losung von (2.64) gemiaf
(2.3), ferner sei v := i}é Damit erfiillt (2.64) die Voraussetzungen von Satz 2.3.1 und Korollar
2.4.2; 8y, 1o seien die Abbildungen aus Satz 2.3.1, s sei die Abbildung aus Korollar 2.4.2. In
Anlehnung an den kontinuierlichen Fall ist nun die folgende Definition moglich.

Definition 2.5.1 Sei D C Z X X x Z x Y definiert durch D := {(k,&, Ko, M0) : K > Ko}. Dann
heifit die mittels

fu(k,&, Koy Mo) = (K, &, Ko, To( Ko, o) To)

erklirte Abbildung fg : D — Y horizontale Faserung von (2.64). Die invariante Menge (im
Sinne von Satz 2.3.1(a),(v))

FH(HOanO) = {(K’vf’fH(K’EaK'mnO)) GRS zﬂo’f € X}

heift horizontale Faser durch (kq, 7).

Die horizontale Faser durch (&g, 1j0) ist also nichts anderes als das S-Faserbiindel durch diejenige
Losung des Ro-Faserbiindels, die durch den Anfangswert (Ko, 7o(Ko, 70), 7o) bestimmt ist. Wie
im kontinuierlichen Fall erreicht man durch eine verschirfte Bedingung an L, daf§ jeder Punkt
des erweiterten Phasenraumes auf genau einer horizontalen Faser liegt. Dieses Ergebnis ist in
dem folgenden Satz enthalten, der — wie im ndchsten Abschnitt gezeigt wird — unmittelbar
das Reduktionsprinzip fiir nicht notwendigerweise invertierbare diskrete dynamische Prozesse
impliziert.

Satz 2.5.2 Gegeben sei wieder der diskrete dynamische Prozef

2 = A(k)e+ F(k,z,y)

Y = B(k)y+Glkzy) (2:65)

mit den zu Beginn dieses Abschnittes aufgefihrten Figenschaften. Dariberhinaus erfille die
Konstante L die Bedingung

0<L<C(K,a,pB)= ﬁ“—pa(z + K —-v4+ K?). (2.66)

Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Es ezistiert eine stetige Abbildung F : L X X x Y — Y, so daf$ fir beliebige (o, &o,m0) €
Zx X xY gilt: (Ko,&,m0) liegt auf genau einer horizontalen Faser Fy(ko,n), und zwar
auf der Faser Fy (Ko, F(Ko,&o0,M0))-

(b) Ist u eine beliebige Lisung von (2.65), so ist F(-,ju(-)) eine Lésung des Prozesses

yl = B(k)y + G(k7 TO(k7 y)’ yﬂ (267)
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(c) Sind die Abbildungen A, B, F und G in (2.65) periodisch in k mit Periode © € IN, so ist
auch die Abbildung F periodisch in k mit Periode ©O.

Beweis: Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Satz 1.5.3.

(a) Sei ko € Z beliebig, aber fest. Es soll gezeigt werden, daf fiir beliebiges (£o,70) € &' x Y
der Punkt (Ko, &0, 70) auf genau einer horizontalen Faser Fy(ko,n) liegt. Dazu definiert man die
folgende Abbildung;:

T . VxAxY — y
"o (77760’ ) S(KO’TO(KO’ 1), Ko, €0+ o)

T,, ist wegen der Stetigkeit von ry und s ebenfalls stetig. Fiir beliebige & € X', no,m,72 € V
implizieren Satz 2.3.1 und Korollar 2.4.2 die Abschitzung

2K?L(f—a—2KL)
(B—a)B-a-4KL)
( 2K?L(B—a—2KL)
(B —a)(f - a - 4KT)
d.h. T,, ist wegen (2.66) und (1.70) eine gleichmaBige Kontraktion, besitzt also gemaf} Satz A.2.2

fiir beliebige (£, 7o) einen eindeutig bestimmten Fixpunkt F(ko,&o,70) in Y, und F(ko, -, ) ist
stetig. Ferner ist n € ) genau dann ein Fixpunkt von Ty, (-, &, 70), wenn gilt:

||Tm(771,§o» 770) - Tm(’h»ﬁo, 770)” < ||7‘0(f€0, 771) - To(Ko, 772)” <

2
)t =l

n = (Ko, ro(K0s M) K0s €0, T0) < (Ko, To(Ko, 1)y M) € Skortorme & (Ko, os Mo) € Fy(ko,n) .

Also liegt (xo,&0,70) genau dann in der horizontalen Faser Fy(kg,n), wenn 7 Fixpunkt von
T.,(, €0, o) ist. Da wegen der diskreten Topologie auf Z mit F(xo, -, ) auch F stetig ist, ist (a)
vollstandig bewiesen.

(b) Sei nun I C Z ein nach rechts unbeschrinktes diskretes Intervall, u : I — & X Y eine Losung
von (2.65) und ko € I beliebig. Ferner sei n:= F(ko, u(Ko)). Dann existiert gemafl (a) und Satz
2.3.1 eine eindeutig bestimmte, y~-quasibeschrankte Losung v : Z — X’ x Y von (2.65), so da8
v — pu y*-quasibeschrinkt ist, und zwar A*(-; ko, 7o(K0, 1), 7)-

Betrachte nun ein beliebiges k > k¢. Der Punkt n* := F(k, u(x)) ist der (wegen (a) eindeutig
bestimmte) Punkt in Y, fiir den die Differenz A*(-; &, ro(&, n*), n*) — pt eine yT-quasibeschrénkte
Abbildung ist. Dann folgt aber unmittelbar, dal »* = v,(x) gelten mufl. Fiir alle K > o gilt
demnach:

va(K) = F(k, p(K)) .

Desweiteren ist v eine Losung auf dem Ro-Faserbiindel von (2.65), d.h. v1(K) = ro(k, v2(k)),
und somit ist v, eine Losung des diskreten dynamischen Prozesses (2.67). Insgesamt ist also
F(-, u(-)) eine Losung von (2.67) auf Z,,, und — da k¢ € I beliebig war — auch auf I.

(c) Diese letzte Aussage von Satz 2.5.2 erhilt man leicht wie im Beweis von Korollar 2.3.2. <

In der nun folgenden zweiten Hilfte dieses Abschnittes werden die Betrachtungen wieder auf
diskrete dynamische Prozesse mit invertierbarer rechter Seite eingeschriankt. Gegenstand der
Untersuchungen ist ein Proze8 der Form (2.64), mit den eingangs aufgefiihrten Eigenschaften.
Zusatzlich geniige dieser Prozefl noch der Bedingung:
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(H3) Fiir beliebiges k € Z ist die rechte Seite von (2.64) ein Hom6omorphismus auf A'x}. Damit
existiert die erweiterte allgemeine Losung A(k; &,&, 1) = (A1(k; K, &, 1), A(k; K, &, 7)) geméB
(24)und A : Z XZ X X x Y — X x ) ist stetig. Ferner existieren die Abbildungen so, 7o,
s und r aus Satz 2.3.1 und Korollar 2.4.3.

Wie bereits in den vergangenen Abschnitten deutlich wurde, ist man unter dieser Voraussetzung
aller Schwierigkeiten entledigt — und die Ergebnisse des kontinuierlichen Teils konnen nahezu
wortwortlich iibernommen werden. Die Konstruktion horizontaler und vertikaler Faserungen
des erweiterten Phasenraumes macht da keine Ausnahme. Zundchst also zum Analogon von
Definition 1.5.1.

Definition 2.5.3 Mit obigen Bezeichnungen definiert man:
(a) Die Abbildung fyg : L X X X L x Y — Y definiert durch

fH(Kw fv Ko, 770) = S(F‘:s 57 Ko, TO(K’Ov 770)7 770) ’

fiir beliebige k, ko € L, £ € X und 1o € ), heift horizontale Faserung von (2.64). Die
invariante Menge

Fu(ko,m0) := {(5, &, fu(k, &, Ko, o)) : & € L, § € X}
heifit horizontale Faser durch (Ko, 70).
(b) Die Abbildung fv : L XY X L x X — X definiert durch
fv (8,1, Ko, &o) = 7(K, 7, Ko, €0, So(K0, o)) »

fiir beliebige k,ko € &, & € X und n € Y, heifit vertikale Faserung von (2.64). Die
invariante Menge

Fv(“mfo) = {(HafV(Hv"?a Ko,€0),n):k € L,n € y}

heifit vertikale Faser durch (ko,&o).

Das Analogon zu Satz 1.5.3 wird beim Beweis der Sitze von Hartman-Grobman Verwendung
finden, da diese Sitze nur fiir invertierbare diskrete dynamische Prozesse bewiesen werden.

Satz 2.5.4 Gegeben sei ein diskreter dynamischer Prozefl

' = A(k)z + F(k,z,y)
2.68
y = B(ky+G(k,z,y) (2.68)
mit den Eigenschaften (H1), (H2) und (H3). Die Konstante L geniige der Ungleichung
0<L<C(K,a,pB)= %(2 + K — V4 + K?). (2.69)

Dann gilt:
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(a) Es ezistiert eine eindeutig bestimmte Abbildung Fy1 = (F11,F12) :Z X X XY — X x ),
so dap fir beliebige (Ko, &0,10) € Z X X X Y die Beziehungen

(Ko,€0,m0) € Fy(ko,F11(Ko,&0sM0)) und
('io,foﬂlo) € FH(Ko,flz(Ko,fo,ﬂo))

erfillt sind. Jeder Punkt des erweiterten Phasenraumes von (2.68) liegt demnach auf
genau einer horizontalen und genau einer vertikalen Faser. Die Abbildung F, ist stetig,
fiir beliebiges k € T gilt F1(k,0,0) = (0,0), und man erhdlt weiter: Ist u eine beliebige
Lésung von (2.68), so ist Fy(-, u(+)) eine Losung des entkoppelten Prozesses

' = A(k)x + F(k,z,s0(k,z))

y = B(k)y+ Gk, ro(k,y),y) (2.70)

(b) Es ezistiert eine stetige Abbildung F, : L x X X Y — & x Y, so daf fir beliebiges
(Ko, €0, M0) € LZX X XY der Punkt (Ko, F2(ko,&o,10)) der eindeutig bestimmte Schnitipunkt
der horizontalen Faser Fy(ko,no) mit der vertikalen Faser Fy (Ko, &o) in der “Hyperebene”
k = ko ist. Insbesondere gilt also F3(k,0,0) = (0,0) fir alle k € Z, und man erhdlt
ferner: Ist v eine Losung des entkoppelten Prozesses (2.70), so ist Fo(-,v(+)) eine Losung
von (2.68).

(c) Fiir beliebiges k € L sind die Abbildungen F\(k,-,-) und F3(k,-,-) einander invers, also
Homdéomorphismen auf X x Y. Damit sind die Prozesse (2.68) und (2.70) topologisch
dquivalent.

(d) Sind die Abbildungen A, B, F und G in (2.68) periodisch in k mit Periode © € IN, so
sind auch die Abbildungen F, und F, periodisch in k mit Periode ©. Ist (2.68) insbe-
sondere autonom, dann sind die Abbildungen F| und F, von k unabhdngig, und damit
Homéomorphismen auf X x ).

Bemerkung: Die obige vertikale Faserung stimmt mit der vertikalen Faserung in KIRCHGRA-
BER, PALMER [19] iiberein, falls der ProzeB (2.68) autonom und endlichdimensional ist, die
Eigenwerte von A im Innern oder auf dem Rand, die Eigenwerte von B dagegen auferhalb des
Einheitskreises liegen.

Beweis: Der Beweis kann nahezu wortwortlich vom Beweis des Satzes 1.5.3 abgeschrieben
werden. Lediglich die Definition der Abbildungen T und T sollte bei festem ¢ € Z erfolgen, wie
beim Beweis von Satz 2.5.2. Diese Abbildungen sind dann wegen (2.69) und (1.70) gleichmafige
Kontraktionen mit Parameterraum X x }; die Stetigkeit der Abbildungen F; und F, folgt
leicht aus der Stetigkeit von F;(Ko,-,) und F3(Ko,-,*), sowie der diskreten Topologie auf Z.
Desweiteren miissen einige 7’s durch k’s ersetzt werden. <

Zum Abschlufl dieses Abschnittes soll der in Korollar 2.5.4 erwahnte Begriff der topologischen
Aquivalenz diskreter dynamischer Prozesse niher erldutert werden. Seien dazu

P(k,z,y) = (A(k)z+ F(k,z,y),B(k)y+ G(k,z,y)) bzw.
Q(k,z,y) = (A(k)x + F(k,z,s0(k,z)), B(k)y + G(k,7o(k, y),y))

die rechten Seiten der Prozesse (2.68) bzw. (2.70). Gemif Satz 2.5.4(a) wird eine Lésung von
(2.68) mittels F; auf eine Losung von (2.70) abgebildet, d.h. fiir beliebige k£ € Z, 2 € X und

y € ) gilt:
Q(k, Fi(k, z,y)) = Fi(k + 1, P(k, z,9)) . (2.71)
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Diese Beziehung nimmt fiir autonome Prozesse eine besonders interessante Form an: In diesem
Fall sind namlich die Abbildungen P, , F; von k unabhingig und F, ist ein Homdomorphismus
auf A’ x Y. Die Beziehung (2.71) impliziert dann fiir beliebige z € A und y € Y

Q(fl(z,y)) = }-I(P(zv y)) ’
und schliellich
QF,=F,P & Q = F,PF & P=r{'QF,. (2.72)

Die Abbildungen P und @ sind demnach topologisch konjugiert.

2.6 Das Reduktionsprinzip

In den letzten beiden Abschnitten verursachte die parallele Behandlung nicht notwendiger-
weise invertierbarer bzw. invertierbarer diskreter dynamischer Prozesse doch einen betracht-
lichen Mehraufwand. Die Entschidigung fiir diesen Mehraufwand wird in diesem Abschnitt
geliefert: das Reduktionsprinzip kann fiir Differenzengleichungen mit nicht notwendigerweise
invertierbarer rechter Seite angegeben werden.

Satz 2.6.1 (Reduktionsprinzip) Gegeben sei der diskrete dynamische Prozef§

v = Ak)e+ F(k,z,9)

y' B(k)y + G(k,z,y) (273)

mit Banachrdumen X, Y, sowie stetigen Abbildungen A : Z — L(X), B : Z — GL(Y), F :
LZxAXXY-o>X G LxXXY—Y mitF(k0,0)=0, G(k,0,0)= 0 auf Z. Ferner gelte:

(H1) Die Ubergangsabbildung ® des linearen Prozesses z' = A(k)z und die erweiterte Ubergangs-
abbildung ¥ von y' = B(k)y erfillen fir m,n € Z die Abschdtzungen

||2(m, )|
|| ¥ (m, )]

< Ka™™ firalle m>n,

< K™ firale m<mn
mit Konstanten K > 1 und0<a < < 1.

(H2) Fir alle k € T und (z,y),(Z,9) € X x Y gilt

||F(k,1‘,y) - F(k’ia ?,7)”
||G(k,f£,y) - G(k"'iv g)“

Li|z - 2|[ + Llly - 9l|

<
< Lllz - 2] + Llly - 9l
mit 0 < L < C(K,a,f). (Vergleiche (2.66).)

Mit v = 312:@ < 1 erfillt dann (2.73) die Voraussetzungen von Satz 2.3.1; rq sei die zum
Ry-Faserbiindel gehorige Abbildung. Neben (2.73) betrachtet man den reduzierten Prozefl

y' = B(k)y + G(k, ro(k, ), 9) (2.74)

Dann ezistiert eine eindeutig bestimmte Abbildung R : Z X X x Y — Y, so daf fiir beliebiges
(ko,&0,M0) EL X X X Y gilt:
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Abbildung 2.7: Das diskrete Reduktionsprinzip

Bezeichnet A = (A1, Ag) : Ly, — X XY die Lésung von (2.73) mit A(ko) = (&0, m0) und p : Z, —
Y die Léosung von (2.74) mit u(ko) = R(Ko, o, 10), so sind fir alle k € Z,, die Abschdtzungen

[IM(k) = 7ok, (R < (K G- a)(iff— 4K L)

2K’L(B— a—2K1L)

- R 150y RTre
(B—a)(f—a—4KL) H€o — To(k0, R(ko, &0, M)
erfillt. FEs ezxistiert demnach eine eindeutig bestimmte Losung auf dem Ry-Faserbindel von
(2.78), der sich X fir k — oo ezponentiell anndhert, namlich (ro(-, u(-)), u(+))-
Damit ist die triviale Losung von (2.73) genau dann stabil (instabil, asymptotisch stabil), wenn
die triviale Losung von (2.74) stabil (instabil, asymptotisch stabil) ist.
Die Abbildung R ist stetig und es gilt ferner: Ist die rechte Seite von (2.73) periodisch in k mit
Periode © € IN, so ist auch R periodisch in k mit Periode ©. Speziell fir diskrete dynamische
Systeme ist also R unabhdngig von k.

) &0 — 7o(%0, R{#0, €0, mo))I| 77"

IAa(k) = w(B)]| <

Bemerkung: Fiir endlichdimensionale, diskrete dynamische Systeme ist (H1) erfiillt, falls die
folgenden Ungleichungen gelten:
ot (A) <1 und ol (B)>1,

min

d.h. wenn die Eigenwerte von A im Inneren, die Eigenwerte von B auf dem Rand oder im
Aufleren des Einheitskreises liegen. Die Aussagen des Satzes fiir diskrete dynamische Systeme
sind in Abbildung 2.7 veranschaulicht.

Beweis: Der diskrete dynamische Prozef (2.73) erfiillt die Voraussetzungen der Satze 2.3.1 und
252 F:ZLx X xY — Y sei die Abbildung aus Satz 2.5.2. Definiert man R(&o, o, 70) :=
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F(Ko,&o0,M0) und bezeichnet u die Losung von (2.74) mit pu(ke) = R(ko,&o, ), so impliziert
Satz 2.5.2 unmittelbar, daB (ro(, 1(-)), #(+)) die eindeutig bestimmte Losung von (2.73) ist, die
im Ro-Faserbiindel verlduft und fiir die gilt:

A() = (ro(+, p(+)), u(+)) ist y*-quasibeschrinkt.

Diese Funktion ist also eine y*-quasibeschrankte Losung der Differenzengleichung der gestorten
Bewegung zu A von (2.73). Wendet man jetzt Satz 2.3.1(a), (ii7) auf diese Differenzengleichung
der gestorten Bewegung an, erhélt man unmittelbar die oben behaupteten Abschidtzungen.

Die Aussagen zur Periodizitit von R sind direkte Konsequenzen aus Satz 2.5.2(c). &

Nichtinvertierbare, zweidimensionale autonome Beispiele zum Reduktionsprinzip lassen sich an
zwei Stellen innerhalb dieser Arbeit finden:

¢ Das lineare Beispiel (2.57) auf Seite 93 und
¢ das nichtlineare Beispiel (2.105) auf Seite 114.

In beiden Beispielen ist die y-Achse die invariante R,-Mannigfaltigkeit im Phasenraum und die
Abbildung R ist durch R(&, 10) := 1o definiert.

AbschlieBend noch eine Bemerkung zum reduzierten Prozef (2.74). Die verschirfte Bedin-
gung an L impliziert bekanntlich die Abschdtzung (1.70), woraus mit (H2) und Satz 2.3.1(b),(11)
fir alle £k € Z und y,y € YV die Ungleichung

||G(ka TO(kv y)7 y) - G(kv"'o(ks g)v ?j)” S 2L”y - :‘7“

folgt. Beachtet man ferner, daf§ wegen L < C(k,a,f) < % < 5% fiir beliebiges k € Z die

Abschitzung 2L}|B(k)7Y| < % < 1 erfiillt ist, so impliziert Korollar A.2.3:
Die rechte Seite von (2.74) ist fiir beliebiges k € Z ein Hom6omorphismus auf Y.

Auch fiir einen nichtinvertierbaren Ausgangsprozef (2.73) erhdlt man also einen invertierbaren
reduzierten Prozel. In den oben genannten Beispielen lauten diese reduzierten Prozesse ¢ = y
bzw. y' = 2y.

2.7 Die Satze von Hartman-Grobman

Das Ende des zweiten Kapitels bilden die Beweise der Sitze von Hartman-Grobman. Im Ge-
gensatz zum Reduktionsprinzip ist es nun aber nicht méglich, diskrete dynamische Prozesse mit
nicht notwendigerweise invertierbarer rechter Seite zu behandeln: Auf Seite 114 wird ein dis-
kretes dynamisches System im IR? vorgestellt, das zwar allen Voraussetzungen des klassischen
Satzes von Hartman-Grobman — mit Ausnahme der Invertierbarkeit — geniigt, das jedoch
nicht entkoppelt, geschweige denn linearisiert werden kann. Fiir invertierbare diskrete dynami-
sche Prozesse erhilt man Ergebnisse wie im kontinuierlichen Fall.

2.7.1 Vorbereitende Ergebnisse

Zunichst missen die Lemmata 1.7.1 und 1.7.2 auf den diskreten Fall ibertragen werden. Bereits
bei dieser Ubertragung verursachen nichtinvertierbare Prozesse einige Probleme. Sei dazu das
diskrete dynamische System

' = Az + f(2) (2.75)
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gegeben, mit einem Banachraum A, A € L£(&') und einer stetigen Abbildung f : X — X
mit f(0) = 0. Ein Analogon zu Lemma 1.7.2 sollte, unter gewissen Voraussetzungen an die
Ubergangsabbildung von z’ = Az und die Abbildung f, einen Homdéomorphismus H auf A" mit
H(0) = 0 liefern, der Losungen von (2.75) auf Losungen von &’ = Az abbildet. Die Bemerkung
von Seite 104 zur topologischen Aquivalenz diskreter dynamischer Systeme ergibt dann

Az + f(z) = H ' (AH(z)) firalle z € X . (2.76)

Formuliert man nun die Forderungen an die Ubergangsabbildung von 2’ = Az in Anlehnung
an Lemma 1.7.2, so erkennt man sofort, daf§ die Nullabbildung A = 0 diesen Forderungen stets
geniigt — und Einsetzen in (2.76) impliziert f(z) = 0 fiir alle z € A’. Mit anderen Worten:
(2.75) ist genau dann dem linearen ProzeB z’ = Az = 0 topologisch dquivalent, wenn f = 0
erfillt ist.

Dieses Beispiel zeigt, daf diskrete dynamische Prozesse mit nichtinvertierbarer rechter Seite
vermutlich selbst dann nicht linearisiert werden kénnen, wenn sie Voraussetzungen wie in Lemma,
1.7.2 erfiillen. Fordert man jedoch von der rechten Seite Invertierbarkeit, so erhilt man ohne
grofle Miihe exakte Analoga zum kontinuierlichen Fall. Zunichst soll Lemma 1.7.1 auf den
diskreten Fall iibertragen werden.

Lemma 2.7.1 Gegeben seien die diskreten dynamischen Prozesse

' = A(k)z + fi(k,z) (2.77)

und

' = A(k)z + f2(k,z) (2.78)

mit einem Banachraum X, stetigen Abbildungen A :Z — L(X) und fi,fo: Zx X — X. ® sex
die Ubergangsabbildung des linearen Prozesses ' = A(k)z. Ferner gelte fir beliebige m,n € Z,
z,T € X:

[8(m,n)|| < Ko™ fir m>n, (2.79)
ik, <M und ||fi(k,2) = (kD] < Ll - 2], (2.80)
ek, 2| <M und ||fyk,2) - fo(k,®)]| < Ll - 2], (2.81)

mit Konstanten K > 1, 0<a <1, M >0und0< L < 1,'(—" Die rechten Seiten der Prozesse
(2.77) und (2.78) seien fir beliebiges k € Z Homdomorphismen auf X, mithin ezistieren die
erweiterten allgemeinen Lésungen XV (k; k, &) bzw. X®(k; k, ) von (2.77) bzw. (2.78) und sind
stetig.

Ferner eristiert eine eindeutig bestimmte Abbildung £ : L x X — X, so dafy fir beliebige ro € I
und & € X gilt:
AD(os ko, L(Ko, E0)) — AV(+; ko, &) ist beschrankt. (2.82)

Dariberhinaus besitzt £ die folgenden Eigenschaften:
(a) L ist stetig.
(b) Fir beliebige k € I und £ € X gilt

2KM
LG, €)= €ll < 7= 57 (2.83)

(c) Ist p eine Losung von (2.77), so ist L(-, u(-)) eine Losung von (2.78).
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(d) Sind A, f, und f, periodisch in k mit Periode © € IN, so auch L.

Beweis: Sei ko € Z beliebig, aber fest. Wie im Beweis von Lemma 1.7.1 wird nun der vom
Parameter £ € X abhingige ProzeB

@ = A(K)z + falk, z + XD(k; ko, &) = fi(k, AV(k; Ko, &) (2.84)

betrachtet. Man iiberzeugt sich leicht, daff auch die rechte Seite von (2.84) fiir beliebiges k € Z
ein Homoéomorphismus auf X’ ist, dafl also die erweiterte allgemeine Losung )\fj?(k; K, &, &) exi-
stiert, und daB diese erweiterte allgemeine Losung von allen Argumenten — inklusive Parameter
o — stetig abhingt. (ko ist fest, zahlt also nicht als Parameter.) Wie im Beweis von Lemma 1.7.1
zeigt man ferner, da (2.84) wegen (2.79), (2.80) und (2.81) die Voraussetzungen von Lemma
2.2.2 erfiillt. Es existiert demnach eine eindeutig bestimmte Abbildung b,, : Zx X — &, so dafl
fiir beliebige k € Z und &, € X gilt:

AP35, beo(K, E0), &) ist beschrinkt. (2.85)

Dariiberhinaus ist b,, stetig und (2.22) liefert:

2KM

|| S m fiir beheblge KeL ) EO eX. (286)

116xo(#5 €0)

Nun ist eine Funktion v : Z — X genau dann Lésung von (2.84), wenn v(-) + XV(+; ko, &o)
Losung von (2.78) ist. Die zu (2.82) gehorige Aussage des Lemmas ist damit der folgenden
Aussage aquivalent:

Es existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung B : Z x X — X, so daf fir alle ko € Z und

€o € X gilt:
)\SZ)(.; Ko, B(Ko,&0),&0) ist beschrankt. (2.87)

Zwischen L und B besteht dann die folgende Beziehung:
L(k,&) =&+ B(k,€) fir beliebige K€L, € X . (2.88)

Setzt man jetzt B(ko,&o) := bxy(Ko, €o), so folgt (2.87) unmittelbar aus (2.85), und durch (2.88)
wird die eindeutig bestimmte Abbildung £ definiert, die der Bedingung (2.82) geniigt. Auch die
restlichen Aussagen des Lemmas erhdlt man nun leicht:

(a) Die Stetigkeit von L folgt aus der Stetigkeit von by,(ko,-), der diskreten Topologie auf Z
und den Definitionen von B und L.

(b) Die Abschitzung (2.83) folgt aus (2.86), (2.88) und der Definition von B.

(c),(d) Die Beweise dieser letzten beiden Aussagen des Lemmas kénnen fast wortwortlich vom
Beweis des Lemmas 1.7.1 iibernommen werden. &

Im kontinuierlichen Fall geniigte Lemma 1.7.1 bereits, um das Linearisierungsresultat 1.7.2 zu
beweisen — der Beweis verwendete jedoch einmal mehr die Zeitumkehr. Da diese Beweistechnik
im diskreten Fall nicht zur Verfligung steht, ist noch das folgende Lemma notig.

Lemma 2.7.2 Gegeben seien die diskreten dynamischen Prozesse

y' = B(k)y + g1(k, v))| (2.89)
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und

y' = B(k)y + g2(k,y) (2.90)

mit einem Banqchmum Y, stetigen Abbildungen B :Z — GL(Y) und g1,9:: L xY - Y. ¥ sei
die erweiterte Ubergangsabbildung des linearen Prozesses y' = B(k)y. Ferner gelte fir beliebige
m,n€l,yyey:

¥ (m,n)|]| < K™ fir m<n,
o1k, I < M und  ||g1(k,y) — g1(k, 9)|| < Llly - 7l|,

g2k, )| < M und  ||ga(k, y) = g2(k, 9)I| < Llly = Il

mit Konstanten K > 1, 8 > 1, M >2 0 und 0 < L < %}—1 Die rechten Seiten der Prozesse
(2.89) und (2.90) sind dann fir beliebiges k € Z Homdomorphismen auf Y, mithin ezistieren
die erweiterten allgemeinen Losungen AX(D(k; k,n) bzw. X3 (k; k,n) von (2.89) bzw. (2.90) und
sind stetig.

Ferner ezistiert eine eindeutig bestimmte Abbildung L : Z x Y — Y, so daf fiir beliebige ko € 7
und 9y € Y gilt:
A5 kg, L(Ko,M0)) — AD (w3 Ko, 1m0)  ist beschrankt.

Dardiberhinaus besitzt L die folgenden Eigenschaften:
(a) L ist stetig.
(b) Friir beliebige k € L und n € Y qilt
2K M
— < o7
(c) Ist p eine Lésung von (2.89), so ist L(-, u(+)) eine Lésung von (2.90).

(d) Sind B, g, und g, periodisch in k mit Periode © € IN, so auch L.

Beweis: Der Beweis kann véllig analog zum Beweis von Lemma 2.7.1 unter Verwendung von
Lemma 2.2.4 durchgefiihrt werden. Der einzige Unterschied ist, daf die Invertierbarkeit der rech-
ten Seiten von (2.89) bzw. (2.90) bereits von den Voraussetzungen und Korollar A.2.3 impliziert
wird. (Vergleiche etwa Lemma 2.2.5, Anfang des Beweises.) <&

Mit diesem Lemma sind nun aber alle Hilfsmittel bereitgestellt, um Lemma 1.7.2 fiir diskrete
dynamische Prozesse zu beweisen.

Lemma 2.7.3 Fiir beliebige K > 1, 0 < a <1< f und M > 0 gelten die folgenden Aussagen:

(a) Gegeben sei der diskrete dynamische Prozef§

' = A(k)z + f(k,z) (2.91)

und der zugehdrige lineare Prozefd

z' = A(k)xl (2.92)

mit einem Banachraum X, sowie stetigen Abbildungen A : L — GL(X) und f : ZxX — X.
® sei die erweiterte Ubergangsabbildung von (2.92); die rechte Seite von (2.91) sei fir
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beliebiges k € X ein Homéomorphismus auf X. Ferner gelte fiir beliebige m,n € 1,
z,T € X:
[&(m,n)l| < Ko™ fir m2n,
(k) < M wnd ||f(k,2)— F(k, 3] < Lllz - 2],

mit 0 < L < 122, Dann ezistieren stetige Abbildungen H,H:Zx X — X mit folgenden
Eigenschaften:

(i) Ist p eine Liosung von (2.91), so ist H(-, u(-)) eine Lésung von (2.92).

(ii) Ist v eine Lésung von (2.92), so ist H(-,v(-)) eine Losung von (2.91).

(iii) Fir beliebiges k € L sind die Abbildungen H(k,-) und H(k,-) einander invers, mithin
Homdéomorphismen auf X.

(iv) Sind A und f periodisch in k mit Periode © € N, so auch H und H.
Die diskreten dynamischen Prozesse (2.91) und (2.92) sind also topologisch dquivalent.

(b) Gegeben sei der diskrete dynamische Prozef

y' = B(k)y + g(k,y) (2.93)

und der zugehérige lineare Prozef§

y' = B(k)y (2.94)

mit einem Banachmur”n Y, sowie stetigen Abbildungen B : L — GL(Y) undg: ZXY — Y.
U sei die erweiterte Ubergangsabbildung von (2.94). Ferner gelte fir beliebige m,n € 7,

Y, y€Y:
H¥(m,n)|| < K™ fir m<mn,

gk, )l < M und  |lg(k,y) - g(k, DIl < Llly — 3] ,

mit 0 < L< % Dann ezxistieren stetige Abbildungen H,H : Z x Y — Y mit folgenden
Eigenschaften:

(i) Ist p eine Léosung von (2.98), so ist H(-, u(-)) eine Lésung von (2.94).
() Ist v eine Lésung von (2.94), so ist H(-,v(-)) eine Lésung von (2.93).
(iis) Fiir beliebiges k € I sind die Abbildungen H(k,-) und 7:((;4, -) etnander invers, mithin
Homdomorphismen auf }.
(iv) Sind B und g periodisch in k mit Periode ©® € IN, so auch H und H.

Die diskreten dynamischen Prozesse (2.93) und (2.94) sind also topologisch dquivalent.

Beweis: Der Beweis dieses Lemmas kann ohne grofie Anderungen vom Beweis des Lemmas
1.7.2 iibernommen werden: (a) wird durch dreimalige Anwendung von Lemma 2.7.1, (b) durch
dreimalige Anwendung von Lemma 2.7.2 bewiesen. Man beachte, dafi wegen der Anwendung von
Lemma 2.7.1 mit fi(k,z) := f(k,z) und fo(k,z) := 0 der lineare Operator A(k) fiir beliebiges
k € Z ein stetiger Isomorphismus sein mufl; deshalb wurde in (a) auch “A4 : Z — GL(X')”
gefordert. <
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Bemerkung: Analog zu den kontinuierlichen dynamischen Prozessen impliziert die Giiltigkeit
von f(k,0) = 0 und g(k,0) = 0 fir alle ¥ € Z auch im obigen Lemma 2.7.3, daB

H(k,0)=0 und H(k,0)=0 firalle ke Z
erfiillt ist.

Mit Lemma 2.7.3 und Satz 2.5.4 werden auf den verbleibenden Seiten des zweiten Kapitels nun
der klassische und der verallgemeinerte Satz von Hartman-Grobman fiir diskrete dynamische
Prozesse bewiesen.

2.7.2 Der klassische Satz von Hartman-Grobman

Zunichst zum klassischen Satz von Hartman-Grobman. Autonome Versionen dieses Satzes gibt
es seit geraumer Zeit: man vergleiche dazu etwa HARTMAN [12, pp. 245ff], IRwIN [15, p. 114]
oder PUGH [26]. Der nichtautonome Fall wurde bereits in HILGER [13] behandelt.

Im folgenden wird der klassische Satz von Hartman-Grobman fiir diskrete dynamische Pro-
zesse mit invertierbarer rechter Seite formuliert und bewiesen. Eine Rechtfertigung dieser Ein-
schrankung wird im Anschlufl an den Beweis gegeben.

Satz 2.7.4 (Klassischer Satz von Hartman-Grobman) Gegeben sei der diskrete dynami-
sche Prozefl

¥ = A(k)z + F(k,z,y)
y = Bky+Gkzy)

mit Banachrdumen X und ), sowie stetigen Abbildungen A : Z — GL(X), B : L — GL(Y),
F:ZxXAXxY X G ExXAXxY—>)Y mit F(k,0,0) =0, G(k,0,0) =0 auf Z. Ferner gelte:

(2.95)

(H1) Die erweiterten Ubergangsabbildungen & bzw. U der linearen Prozesse ' = A(k)z bzw.
y' = B(k)y erfillen die Abschitzungen

[|®(m,n)|]| < Ka™™™ firalle m>n,
[|¥(m,n)|]| < KE™™ firale m<n

mit Konstanten K > 1, 0<a<lund f:=2—-a > 1.
(H2) Fir alle k € I und (z,y),(z,5) € X x Y gilt

[|F(k,z,y) = F(k,z,9)ll < Lllz— 2|+ L|ly - l|
IG(k, 2, y) - G(k,2,9)|l < Lljz— 2|l + Llly - gl

0<L< 1—2-;(—2“(2+I(—\/m):0(1f,a,2-a). (2.96)
(Vergleiche (2.69).)
(H3) Firalle k€ Z, c € X undy €Y gilt
WE(k,z, )| <M und  [|G(k,2,y)|| < M

mit einer Konstanten M > 0.
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(H4) Fiir beliebiges k € T ist die rechte Seite von (2.95) ein Homéomorphismus auf X x V.
Damit existiert die erweiterte allgemeine Léosung von (2.95) gemdf (2.4) und ist stetig.

Neben (2.95) wird der lineare Prozef§

z’ A(k)z

Y B(k)y (2.97)

betrachtet. Dann ezistieren stetige Abbildungen HHALXX XY > X x)Y mit H(k,0,0) =
H(k,0,0) = (0,0) auf Z, sowie folgenden Eigenschaften:

(a) Ist p eine Lésung von (2.95), so ist H(-, u(-)) eine Losung von (2.97).
(b) Ist v eine Lésung von (2.97), so ist H(-,v(-)) eine Lésung von (2.95).

(c) Fiir beliebiges k € T sind die Abbildungen H(x,-) und H(k,-) einander invers, mithin
Homéomorphismen auf X x ).

(d) Sind A, B, F und G periodisch in k mit Periode © € IN, so auch H und H.

Die diskreten dynamischen Prozesse (2.95) und (2.97) sind also topologisch dquivalent.

Bemerkung: Bei einem endlichdimensionalen diskreten dynamischen Proze8 der Form

¢ = Az + F(z,y)

2.98
y = By+G(z,y) (298)

mit A € KM Bec KV, F: KM x K" -» KM, G: KM x KV — K", ist die Bedingung
(H1) an die Ubergangsabbildungen erfiillt, wenn alle Eigenwerte von A im Innern, und alle
Eigenwerte von B im AuSern des Einheitskreises liegen. Geniigt (2.98) auch noch den restlichen
Voraussetzungen von Satz 2.7.4, so ist (2.98) dem linearen System

z’ Az
/

2.99
y = By (2.99)

topologisch dquivalent: Es existiert ein Hom6omorphismus H : K x K¥ — KY x KV mit
H(0,0) = (0,0), der Lésungen von (2.98) auf Losungen von (2.99) abbildet. Kiirzt man die
rechten Seiten dieser Systeme durch

P(z,y) = (Az + F(2,9), By + G(2,9)) , Q(z,y):=(Az, By)
ab, erhilt man unter Beachtung von (2.72) ferner:
QH=HP oder P=H'QH. (2.100)
Die Abbildungen P und @ sind somit topologisch konjugiert.

Beweis: Der Prozef§ (2.95) erfiillt die Voraussetzungen von Satz 2.5.4, ist also dem Prozef

' = A(k)x+ F(k,z,s0(k,z))

y' B(k)y + G(k,ro(k,y),y)

(2.101)
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topologisch dquivalent. Die Abbildung F; aus Satz 2.5.4(a) bildet Losungen von (2.95) auf
Losungen von (2.101) ab, und F,(k, -) ist fiir beliebiges k € Z ein Hom6éomorphismus auf X’ x
mit F;(x, 0,0) = (0,0).

Nun betrachtet man den diskreten dynamischen Prozefl

' = A(k)x + F(k,z, so(k,z)) . (2.102)

Fiir beliebiges festes k € Z ist die rechte Seite dieses Prozesses ein Homéomorphismus auf A":
Definiert man namlich P(k,z,y) := (A(k)z + F(k,z,y), B(k)y + G(k, z,y)), so bildet P(k,-,")
wegen Satz 2.3.1(a) und (H4) die Menge So i := {(k,z, so(k,z)) : ¢ € A} hombomorph auf die
Menge So 141 := {(k+1,z,80(k +1,2)) : z € X'} ab, weswegen sich die rechte Seite von (2.102)
als Hintereinanderausfiihrung dreier Hom6omorphismen darstellen lafit:

o Zunichst wird z € X" auf (z,s0(k,z)) abgebildet. Die stetige Umkehrabbildung ist die
Einschrankung der Projektion 7 : X x Y — X, definiert durch 7(z,y) := z, auf So;.

e Der Punkt (z, so(k, z)) wird sodann mittels P(k, -,-) homSomorph nach Sp ;41 abgebildet,

e und von dort mittels der Einschrankung von 7 auf Sp ;41 auf den gewiinschten Bildpunkt
A(k)z + F(k,z,s0(k,2)); die stetige Umkehrabbildung dieser letzten Teilabbildung ist
durch z — (z,s0(k + 1, 2)) gegeben.

Ferner gilt fiir beliebige k € Z und 2,z € X wegen (2.96), (2.69) und (1.70):

[|F(k,z,s0(k,2)) = F(k,Z,50(k,Z2))Il < Lllz - Z|[ + Ll[so(k, z) — so(k, Z)|| <
2K2?L(2-2a—2KL)
< Llla—=% L -
< Lllz—zll+ (2 -2a)(2 ~2a - 4I(L)”x 7l <
< 2L|jz - z| .

Beachtet man schlielich, dafl wegen (2.96) die Ungleichungskette

, 2-a)-a 1-a 1l-a
< - =
0<L<(C(K,a,2—a)< Ve ¥e < e

erfiillt ist, so geniigt (2.102) den Voraussetzungen von Lemma 2.7.3(a). Damit existiert eine
stetige Abbildung £, : Z X X — X, die Losungen von (2.102) auf Losungen von z' = A(k)z
abbildet, mit £,(k,0) = 0 auf Z. Vollig analog erhilt man eine stetige Abbildung £, : ZXY — Y
mit £,(k,0) = 0 auf Z, die Losungen von

y, = B(k)y + G(kv TO(k’ y)’ y)

auf Lésungen von y' = B(k)y abbildet. Ferner ist fiir beliebige k € Z die Abbildung £,(x, ) ein
Homoomorphismus auf X', und £,(k, ) ein Homéomorphismus auf ).

Die Definition

H(K/’f’ 77) = (El(ﬂa]:11(576’77))7£2(K’7‘7:12(K'7€7 77)))

liefert nun wie im kontinuierlichen Fall die Aussagen von Satz 2.7.4. <

Die Voraussetzung “A : Z — GL(X)” ging in dem obigen Beweis des klassischen Satzes von
Hartman-Grobman nur an einer Stelle ein — bei der Linearisierung des Teilprozesses (2.102).
Ohne diese Voraussetzung garantiert der Beweis von Satz 2.7.4 demnach noch das folgende
Ergebnis:
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Korollar 2.7.5 Gegeben sei wieder der diskrete dynamische Prozef

z! A(k)z + F(k,z,y)

y B(k)y + G(k,z,y) (2.103)

der den Voraussetzungen von Satz 2.7.4 genige. Die auf Z definierte Abbildung A darf nun
jedoch Werte in L(X') annehmen. Betrachtet man noch den entkoppelten, teilweise linearen
Prozef

¥ = A(k)z + F(k,z,s0(k,2))

Y = B(h)y (2.104)

so gilt: Es existieren stetige Abbildungen H,H : Lx X xY — X x Y mit H(k,0,0) = H(k,0,0) =
(0,0) auf Z, die die Eigenschaften (c) und (d) aus Satz 2.7.{ aufweisen, sowie ferner:

(a) Ist p eine Lésung von (2.108), so ist H(-, u(-)) eine Losung von (2.104).
(b) Ist v eine Losung von (2.104), so ist H(-,v(-)) eine Lésung von (2.108).
Die diskreten dynamischen Prozesse (2.103) und (2.104) sind also topologisch dquivalent.

Was geschieht nun aber, wenn die rechte Seite der diskreten dynamischen Prozesse (2.95) bzw.
(2.103) in Satz 2.7.4 bzw. Korollar 2.7.5 nicht invertierbar ist? Ist diese Voraussetzung nicht viel
zu restriktiv? Zur Beantwortung dieser Fragen soll im folgenden das ebene diskrete dynamische
System

;1 2c :
z' = Tarctanzsiny

, 2.105
y = 2y (2.105)

untersucht werden, das auf ein Beispiel von AULBACH [6] zuriickgeht. Man iiberzeugt sich leicht,
daf§ (2.105) fiir hinreichend kleines ¢ > 0 allen Voraussetzungen von Satz 2.7.4 bzw. Korollar
2.7.5 genligt — mit Ausnahme der Invertierbarkeitsvoraussetzungen. (Dazu setzt man etwa
A:=0,B:=2, F(z,y):= ¥arctanzsiny, G(z,y):=0, K := 1, o := 3 L=c)

Kiirzt man die rechte Seite von (2.105) durch P(z,y) := (2¢ arctan z siny, 2y) ab, so 148t sich
die Wirkung der Abbildung P : R*> — R? folgendermafen beschreiben (vergleiche Abbildung

2.8):
o Fiir beliebiges k£ € Z werden alle Punkte der horizontalen Geraden {(z,k7): 2z € R} auf
den Punkt (0,2k7) abgebildet.
o Fiir beliebiges y € R\ 7Z wird die Gerade {(z,y) : ¢ € R} homéomorph auf die Strecke
{(z,2y): —c|siny| < & < ¢|siny|} abgebildet.

Angenommen, (2.105) kénnte wie in Korollar 2.7.5 entkoppelt und teilweise linearisiert werden.
Dann gibe es eine Abbildung s : R — R, so daf} (2.105) dem System

2 = s(x)

/

2.106

topologisch dquivalent wire. Die Beziehungen (2.72) und (2.100) garantieren damit eine Bijek-
tion H : R? — R? mit

QH=HP,
wobei @ durch Q(z,y) := (s(z),2y) definiert ist. Das folgende Lemma zeigt, dal eine derartige
Bijektion nicht existieren kann.
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Abbildung 2.8: Ein Gegenbeispiel zum Satz von Hartman-Grobman

Lemma 2.7.6 Gegeben set eine Abbildung s :

man zwei Abbildungen P,Q : R? — R? durch
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R — R und eine Konstante ¢ > 0. Definiert

P(z,y) =
Qz,y) =

so ezistiert keine Bijektion H : R* —» R?

2
(—7—rE arctan z siny, 2y) ,
(s(z),2y),
mit QH = HP.

Beweis: Angenommen, es gibe doch eine derartige Bijektion. Sei Mp C R? die Menge der
Punkte, die mindestens zwei Urbilder unter P besitzen, Mg C R? die Menge der Punkte mit
mindestens zwei Urbildern unter . Die oben beschriebene Wirkung von P impliziert dann

unmittelbar:

Mp = {(0,2kn): k € T} . (2.107)

Ferner gilt:
(z,y) € Mp H(z,y) € Mg . (2.108)

Zum Beweis dieser Aussage sei zunichst (z,y) € Mp. Es existieren also zwei verschiedene
Punkte (z1,91),(z2,%;) € R? mit (z,y) = P(z1,¥1) = P(24,%;). Dann gilt aber H(z,y) =

-~
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HP(z1,y1) = HP(22,92) und wegen QH = HP schlieflich H(z,y) = QH(z1,y1) = QH(z2,%2);
die Bijektivitat von H impliziert sofort H(zy, ;) # H(z2,y2), und damit H(z,y) € My. Analog
zeigt man die andere Richtung von (2.108).

Damit kann der abschlieBende Widerspruch hergeleitet werden: Wegen (2.108) ist die Ein-
schrankung H|p, : Mp — Mg ebenfalls eine Bijektion, d.h. wegen (2.107) ist My abzdhlbar
unendlich, insbesondere nicht leer. Sei nun (z,y) € Mg beliebig. Dann existieren zwei Punkte
(z1,91) # (T2,92) mit (z,y) = Q(z1,7) = (s(21),291) = Q(z3,92) = (s(22),2y;), woraus
s(z1) = s(z2) und z, # z2 (wegen y; = y;) folgt. Fiir beliebiges y € R erhilt man nun aber

Q(z1,y) = (3(121),23/) = (s(z2),2y) = Q(z2,y) , =1 # 22,

und damit (s(z;),2y) € Mg fiir beliebige y € R, im Widerspruch zur oben bewiesenen Abzihl-
barkeit von Mg,. &

Dieses Lemma zeigt, dal es — wie die Abbildung s : R — R auch definiert sein mag — keinen
Homd&omorphismus H : R? — R? geben kann, der die Losungen des diskreten dynamischen Sy-
stems (2.105) auf Losungen von (2.106) abbildet, d.h. (2.105) und (2.106) sind nicht topologisch
aquivalent.

Das obige Beispiel (2.105) kann also nicht entkoppelt und teilweise linearisiert, geschweige
denn ganz linearisiert werden. Somit sind die Aussagen von Satz 2.7.4 und Korollar 2.7.5 fiir
diesen Prozefl mit nichtinvertierbarer rechter Seite falsch — und die Invertierbarkeitsvoraus-
setzungen “gerechtfertigt.” (Auch die eingangs aufgefiihrten Arbeiten zum klassischen Satz
von Hartman-Grobman fordern die Invertierbarkeit der rechten Seite. Erst vor wenigen Jah-
ren versuchte QUANDT [27] das Ergebnis auf nichtinvertierbare diskrete dynamische Systeme
auszuweiten. )

2.7.3 Der verallgemeinerte Satz von Hartman-Grobman

Zum AbschluBl des zweiten Kapitels soll jetzt noch der verallgemeinerte Satz von Hartman-
Grobman fir diskrete dynamische Prozesse bewiesen werden. Weitere Beweise findet man in
KIRCHGRABER, PALMER [19] (nur autonome Version) und HILGER [13].

Satz 2.7.7 (Verallgemeinerter Satz von Hartman-Grobman) Gegeben sei der diskrete
dynamische Prozefl

8
I

! A(k)z + F(k,z,y,2)
Y = B(Hy+ Gk zy.2) (2.109)
C(k)z+ H(k,z,y,2)

mit Banachrdumen X, Y und Z, sowie stetigen Abbildungen A:Z — GL(X), B:Z — GL(Y),
C:L—-GLZ), FIXXAXXYXZoX, G LXxXXXYXZ-Y HLXXXYXZ—>2Z
mit F(k,0,0,0) =0, G(k¥,0,0,0) =0, H(k,0,0,0) = 0 auf Z. Ferner gelte:

(H1) Die erweiterten Ubergangsabbildungen ® bzw. ¥ bzw. Z der linearen Prozesse =’ = A(k)z
bzw. y' = B(k)y bzw. 2’ = C(k)z erfillen die Abschditzungen

[|2(m,n)|| < Ko,m™" firalle m>n
N¥(m,n)|| < Ko, " firalle m<n
N¥(m,n)|| < K(2-a)™™" firalle m>n
”E(m’n)ll < I((2 - al)m_n fil:T alle m <n

mit Konstanten K > 1 und 0 < a; < ag < 1.
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(H2) Fir alle k € Z und (z,y,2),(%,§,2) € X x Y x Z gilt
”F(k,.’l:,y,Z)— F(k’iaga 2)” < L”.’Z - 1_,‘” + L”y - g” + L”Z - 2”
IG(k,2,y,2) — G(k,2,3,2)]| < Lllz—z|+ Llly - gl + L||z - 2]
WH(k,z,y,2) - H(k,%,5,2)|| < Lllz~ 2|+ Llly-gll+ Ll|= ~ 2]

&g — (1 . m
< o 2 .
0SL< =1+ K - VI E?)

(H3) Firallek €L,z € X, ye€ Y und z € 2 gilt
WE(k,z,y,2)| <M und  ||H(k,z,y,2)[| < M

mit einer Konstanten M > 0.

(H{) Fiir beliebiges k € Z ist die rechte Seite von (2.109) ein Homéomorphismus auf X XY x Z.

Dann ezistieren stetige Abbildungen V,V : L X X XY X Z — X X Y X Z und eine eindeutig
bestimmte Funktion (cy,¢3) : Z x Y — X X Z mit V(,0,0,0) = V(.,0,0,0) = (0,0,0) und
(e1,¢2)(k,0) = (0,0) auf Z, sowie folgenden Eigenschaften:
(a) Fir beliebige x € T undn € Y ist die Losung p von (2.109) mit p(k) = (c1(&, 1), n,c2(k, 1))
die eindeutig bestimmte Losung von (2.109) mit folgenden FEigenschaften:

(1) pa(k) = 1.
() p ist (4122)~-quasibeschrdnkt.
(4i1) p ist (2 — 9E22)+_guasibeschrinkt.

Dariberhinaus ist (cy,c,) stetig und eine Periodizitdt der rechten Seite von (2.109) in k
dbertrdgt sich auf (cq,c,).

(b) Der gegebene Prozef (2.109) ist dem Prozef8

g = A(k)z
y = B(ky+ Gk, a(k,y),y, ek, y) (2.110)
2 = C(k)z

topologisch dquivalent und es gilt:

(i) Ist p eine Lésung von (2.109), so ist V(-, u(-)) eine Losung von (2.110).
(i) Ist v eine Lésung von (2.110), so ist V(-,v(+)) eine Lésung von (2.109).
(iii) Fiir beliebiges k € T sind die Abbildungen V(k,-) und V(k,-) einander invers, mithin
Homéomorphismen auf X X Y x Z.
(iv) Sind A, B, C, F, G und H periodisch in k mit Periode O, so auch V und V.

Bemerkung: Fiir ein endlichdimensionales, diskretes dynamisches System der Form

' = Az + F(z,y,2)
Yy = By+G(zy.) (2.111)
Z = Cz+ H(z,y,2)

mit A € K" B e K"V, C e K", F: KM xK" xK® - K¥, G : KY xK" xK” — K",
H: KM x KY x K¥ - KP”, ist die Bedingung (H1) an die Ubergangsabbildungen erfiillt, wenn
fiir die Eigenwerte von A, B und C gilt:



118 KAPITEL 2. DISKRETE DYNAMISCHE PROZESSE

¢ Die Eigenwerte von A liegen im Inneren,
¢ die Eigenwerte von B auf dem Rand und
o die Eigenwerte von C im AufBeren des Einheitskreises.

Geniigt (2.111) auch noch den restlichen Voraussetzungen von Satz 2.7.7, ist es somit dem
linearen dynamischen System

¥ = Az
¥y = By+G(c(y),y,c(y)) (2.112)
7 = Cz

topologisch dquivalent: Es existiert ein Homdomorphismus V : KM x KV x K¥ - KM x
K" x K” mit V(0,0,0) = (0,0,0) auf R, der Losungen von (2.111) auf Lésungen von (2.112)
abbildet. Die rechten Seiten von (2.111) und (2.112) sind wieder topologisch konjugiert und die
Menge {(c1(y),y,c2(y)) : v € KV} ist eine globale Zentrumsmannigfaltigkeit fir das diskrete
dynamische System (2.111).

Beweis: Der Beweis kann fast wortwortlich vom Beweis des Satzes 1.7.4 abgeschrieben werden.
Man beachte auch den Beweis von Satz 2.7.4. &



Anhang A

Hilfsmittel aus Analysis und
Funktionalanalysis

Im folgenden werden einige Begriffe und Ergebnisse aus der Analysis und der nichtlinearen
Funktionalanalysis zusammengestellt. Die Sitze sind dabei meist nicht in vollster Allgemeinheit
angegeben, sondern gemaf ihrer Verwendung im Rahmen dieser Arbeit.

A.1 Differential- und Integralrechnung in Banachraumen

Die aus der Analysis bekannte Differential- und Integralrechnung reeller Funktionen 1ift sich
ohne Schwierigkeiten auf Funktionen z : I — X iibertragen, wenn I C R ein Intervall und
A" ein beliebiger Banachraum ist. Die in dieser Arbeit bendtigten Ergebnisse sollen in diesem
Abschnitt zusammengestellt werden. Sie sind den drei Biichern DIEUDONNE [8, pp. 142-170],
LJUSTERNIK, SOBOLEW [22, pp. 287-299] und ZEIDLER [30, pp. 75-78] entnommen; dort konnen
auch die Beweise der Aussagen nachgelesen werden.

Sei I C R ein beliebiges Intervall und A" ein beliebiger (reeller oder komplexer) Banachraum.
Eine Abbildung z : I — X" heifit dann differenzierbar im Punkt t € I, wenn der Grenzwert

#(2) = —j—tz(t) = lim %(w(t +h)—a(t) € X

existiert. Ist ¢ ein Endpunkt des Intervalls I, so ist der entsprechende einseitige Grenzwert zu
bilden. Die Abbildung z heifit differenzierbar, wenn z in jedem Punkt ¢ € I differenzierbar ist.
Die Abbildung & : I — A nennt man dann Ableitung von z. Wie in der gewohnlichen Analysis
ist eine Abbildung, die in einem Punkt differenzierbar ist, an dieser Stelle auch stetig. Ferner
gilt:
¢ Sind die Abbildungen z,y : I — X differenzierbar im Punkt ¢ € I, so sind auch die
Abbildungen = + y und Az, wobei A ein beliebiger Skalar ist, im Punkt ¢ differenzierbar
und es gilt:

d . . d .
@O+ () =2(t) + () und —(Az()) = Az(?).
e Ist die Abbildung A : I — L(X,)) differenzierbar in ¢, so sind fiir jedes £ € X und

E € L(X) auch die Abbildungen A(-)¢ : I — Y und A(-)= : I - L(X,)) differenzierbar
im Punkt ¢ und es gilt:

d .
Z(AMO) = A,

119
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d _ S
EZ(A(t):) = AQ)=.

o Mittelwertsatz der Differentialrechnung: Sei z : [a,b] — X eine differenzierbare Abbildung.
Dann gilt
liz(b) = z(a)ll < (b — a) - sup{|[z(¢)|| : t € (a,b)}
und
|l2(8) — 2(a) - (b — a)&(to)|| < (b — a) - sup{||&(t) — &(to)|| : ¢ € (a,b)},

mit beliebigem ¢, € [a, b], sofern die angegebenen Suprema existieren.

Als nachstes soll der Begriff des Integrals eingefiihrt werden. Da in dieser Arbeit nur iiber stetige
Abbildungen integriert wird, ist die folgende einfache Definition méglich:

Sei z : I — X eine stetige Abbildung. Eine Abbildung X : I — X heifit Stammfunktion von
z, wenn X differenzierbar ist und X(¢) = x(t) fiir alle ¢ € I erfiillt. Wie in der gewdhnlichen
Analysis 1aBt sich zeigen, dafl jede stetige Abbildung eine Stammfunktion besitzt, und daf
sich zwei verschiedene Stammfunktionen einer gegebenen Abbildung nur umn eine Konstante
unterscheiden (vergleiche etwa DIEUDONNE [8, p. 159]). Fiir beliebige a,b € I definiert man nun
das Integral iber z von a bis b durch

/bm(t)dt:: X(b)—X(a)e X,

wobei X eine beliebige Stammfunktion von z ist. Offensichtlich ist der Wert des Integrals von
der gewdhlten Stammfunktion unabhéngig. Ferner gelten die folgenden Aussagen:

e Sind z,y: I — X stetige Abbildungen, so gilt fiir beliebige a,b,c € I und jeden Skalar A:
b b b
/ (2(t) + y(t))dt = / 2(1)dt + / y(t)dt
b b
/ (z(t)dt = A / 2(t)dt
‘ b ca b
/ 2(t)dt / 2(t)dt + / 2(t)dt

I [ et < 1 [ e(ollae

e Ist Ae L(X,Y)und z : I — X eine stetige Abbildung, so gilt fiir beliebige a,b € I:
b b
/ Az(t)dt = A / 2(t)dt .
e Sei z : I x I — X eine stetige Abbildung. Fiir beliebiges s € I sei die Abbildung

z(-,8) : I — X differenzierbar mit Ableitung 22(-,s) : I — X und die so entstehende
Abbildung Zz(-,-): I X I — X sei stetig. Fiir beliebiges a € I ist dann die durch

1
y(t) :/ z(t, s)ds
definierte Abbildung y : I — X differenzierbar mit der Ableitung

y(t) = z(¢,t) + /at %z(t,s)ds . (A.1)
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Schliefllich soll noch der Begriff des uneigentlichen Integrals definiert werden. Sei dazu wieder
z : I —» X eine stetige Abbildung. Das Intervall I sei nach links unbeschriankt. Existiert dann
fiir ein @ € I der Grenzwert

a a
/ z(t)dt ;= lim / z(t)dt ,
so nennt man ihn das uneigentliche Integral von z auf (—o0,a]. In diesem Fall existiert das
uneigentliche Integral von z auch auf (—oo, b} fiir beliebiges b € I und man nennt z uneigentlich
integrierbar auf I. Beziiglich der Existenz uneigentlicher Integrale ist das folgende Ergebnis
auflerst niitzlich:

e Sei I C R ein nach links unbeschrinktes Intervall und z : I — A’ stetig. Existiert dann fiir
ein a € I eine auf (—co, a] uneigentlich integrierbare reelle Funktion m : (—oc0,a] — RY
mit

llz(t)|| < m(t) firalle té€ (—o0,qa],

so ist auch z auf (—o00, a] uneigentlich integrierbar und es gilt
I / z(t)dt|| < / m(t)dt .

Uneigentliche Integrale spielen bei der Konstruktion quasibeschrankter Losungen linearer Diffe-
rentialgleichungen eine zentrale Rolle. In diesem Zusammenhang werden die folgenden Lemmata
bendtigt.

Lemma A.1.1 Sei I C R ein nach links unbeschrdanktes Intervall der Form (—oo,7], 7 € R,
X', P seien Banachrdume und z : I x I X P — X eine stetige Abbildung. Daruberhinaus gelte

[|z(t,8,p)|| < e(t)m(s) firalle s<t, t,se€l,peP, (A.2)

mit stetigen Abbildungen ¢, m : I — R} und m sei uneigentlich integrierbar auf I. Dann ist die
durch

t
y(t,p) := / z(t, s, p)ds
definierte Abbildungy:1 X P — X stetig.

Beweis: Wegen (A.2) und der vorausgesetzten Integrierbarkeit von m existiert das uneigentliche
Integral in der Definition von y fiir beliebige t € I und p € P.

Seien nun to € I, po € P und ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Definiert man K := I N By(%), so
ist K offensichtlich kompakt. Wegen der Stetigkeit von z existiert also ein 6, > 0, so daf} fiir
alle t € I mit |t — to] < 6, gilt:

€
|t — to] max{||z(7,0,p0)|| : T,0 € K} < 1 (A.3)
Ferner existiert gemifl Lemma A.2.6 ein 6 > 0 mit
3 . g
Hx(t,s,p) — z(t, s,po)|| < 1 fir alle t,s€ K, p € Bs,(po) - (A4)

Die Voraussetzung (A.2) impliziert fiir beliebige s < t9, s ¢ K,t € K und p € P die Abschitzung

|l2(t, 5, p) = 2(to, s, po)l| < e(t)m(s) + c(to)m(s) < 2max{e(r): T € K} -m(s),
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d.h. wegen der uneigentlichen Integrierbarkeit von m existiert ein 79 < t¢ mit

/ llz(t, s,p) — z(to, 3, po)||ds < % firalle te K ,peP. (A.5)

(e ¢]

Abschlieflend liefert die nochmalige Anwendung von Lemma A.2.6 ein 63 > 0 mit

3 ..

llz(t,s,p) — z(to, S, po)l| < ——— fiir alle s € [7o, 1), (A.6)
4(t0 - To)

sofern |t —to| + ||p — pol| < 83. Setzt man nun é := min{1,é;, b, 83}, so gilt fiir alle (¢,p) € I X P

mit |t — to| + ||p — pol| < 6 zundchst t € K'; (A.3), (A.4) implizieren die Abschitzung

1 t t
[ atsplids] < | [ ot s,p) = (e s,polllds] + | [ et s,po)llds] <

3
< |t =tol- 1 + |t = to| - max{||z(7,0,po)|| : T,o0 € K} <

< £46
4 4

y

N ™

(A.5) und (A.6) ergeben

to To
/ “w(t,s,p)“$(t0’3’p0)”d3 = / ”z(t,sap)_x(tO’S’pO)”der

— 00

to
+ [ lla(t,5,8) - altor s, p)llds <
’ £ g

< Sh(o-r)——=%
T V% (tg—1) ~ 27

4

woraus insgesamt die gewiinschte Abschatzung

t 1o
||/ .’L'(t,S,p)dS—/ x(tO,'g’pO)dS” S

[|ly(t, p) = y(to, po)ll

t tg
< 1 [ Natts,p)lldsl + [ Hla(t,,p) ~ oto, 5, m)llds <
. to . —00
< gty=e
folgt. Damit ist das Lemma bewiesen. <&

Die Differenzierbarkeit ist Gegenstand des nachsten Lemmas.

Lemma A.1.2 Sei I C R ein nach links unbeschrinktes Intervall der Form (—oco,7], 7 € R,
X ein Banachraum und ¢ : I x I — X eine stetige Abbildung. Ferner seien die folgenden
Bedingungen erfiillt:

(a) Fir beliebigest € I ist z(t,-) uneigentlich integrierbar auf I.
(b) Fir beliebiges s € I ist z(-, s) differenzierbar mit Ableitung Zz(-,s).
(c) Die Abbildung Zz(-,-): I x I — X ist stetig.
(d) Es ezistieren stetige Abbildungen c,m : I — RS mit
||%z(t,s)[[ <e(t)ym(s) firalle s<t, t,sel,

und m set uneigentlich integrierbar auf I.
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Dann ist die durch

y(t) := /_t z(t,s)ds

o0

definierte Abbildung y : I — X differenzierbar mit Ableitung

y(t) = z(¢,1) +/ :I:(t s)ds .

Beweis: Sei t; € I beliebig. Es soll gezeigt werden, dafl y in ?, differenzierbar ist, mit der oben
angegebenen Ableitung. Definiere dazu K := I N By(ty). Dann ist K offensichtlich kompakt.
Ferner sei b < t, eine beliebige, aber feste, reelle Zahl mit b ¢ K. Wegen

b t
y(t):/ a:(t,s)d.s-}—/ z(t,s)ds
- 00 b
und
i/t ds = z(t,t /t 9 t,s)d
@ ), z(t,s)ds = z(t,t) + i atm( ,8)ds

geniigt es offensichtlich die Giiltigkeit von

b

d [ 0
;1—2/ z(t,8)ds =1, = -ézz(to,s)ds (A7)

nachzuweisen. Sei dazu ¢ > 0 beliebig. Setzt man M := max{c(t) : t € K}, so gilt fiir beliebige
t € K und s < b die Ungleichung

0
lgra(s, 9l < Mn(s).
Da m uneigentlich integrierbar auf I ist, existiert ein a < b mit

/ 2Mm(s)ds < % ,

woraus mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir beliebige s < a < b und beliebiges
h mit 0 < |h| < 1 und ¢, + h € I sofort die Abschitzungen

1 o o )
m”w(to-l-h,S)—m(to,s)—ham(to,s)ﬂ < sup{[[ :c(t s) — tx(tO’S)H:tEA}S
< 2Mm( )

und

/ 2(to + by 8)d 1/a (to, $)d /a—a—(t ds|| <

(to + R, s) s—h _ooa: 0,8)ds — _ooata: 0,8)ds|| <
d

/ |h|||x(t0+h 1) = alto,) =~ ho-2(to, )llds <

/ 2Mm(s)ds < %

IN

folgen. Ferner ist &z gleichmiBig stetig auf K X [a,b], d.h. es existiert ein positives § < 1 mit

13

2(b—a)

0
axalio-+ hys) = mealtor )l <
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fiir beliebige s € [a,b] und beliebige h mit 0 < |h| < 8, to + h € I, sowie

1
—||z(to + h,8) — z(to,8) — h-gzx(to, s)|| <

|R|
< sup{||2:c(t s)—gz(t s)|:|t—to] < |h|<é,te K} <
= (')t 9 at (12] . ] ) =
€
= 2(b—a)
und
1 b
II—/ z(to + h, s) s—-—/ z(to, 8)ds — / ax(to, s)ds|| <
< / I}I||alc(t0-+—h ,8) — z(tg, 8) — a:(to,s)||ds<
€
< b——a = =,

Insgesamt gilt also fiir beliebige h mit 0 < |h| < § und to + h € I:

1/t 1/t b9
—/ z(to + h, s)ds — E/ x(to,s)ds—/ Ez(to,s)dsn <

/ z(to + h,s) s—%/ w(to,s)ds—/a agx(to,s)dsﬂ-{-
+l= /x(t0+hs)ds—-—/ 2(to, s)ds — /ax(to, Vsl| < e,

womit (A.7) gezeigt wire. Damit ist das Lemma bewiesen. &

A.2 Der Banachsche Fixpunktsatz und verwandte Ergebnisse

Eine zentrale Frage der nichtlinearen Funktionalanalysis ist ohne Zweifel die Frage nach der
Existenz und Eindeutigkeit von Fixpunkten gewisser Abbildungen. Das spiegelt sich auch in
der vorliegenden Arbeit wieder — kaum ein Beweis kommt ohne den Begriff des Fixpunktes
aus. Alle dabei zitierten Sitze haben ihren Ursprung im allgemein bekannten Banachschen
Fizpunktsatz.

Satz A.2.1 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei X' ein Banachraum und T : X — X eine
Kontraktion, d.h. fiir beliebige x,,z, € X gelte

| T2y — Tx,l| < kl|lzy — 2o,

mit einer Konstanten 0 < k < 1. Dann besitzt T genau einen Fizpunkt in X, d.h. es existiert
genau einxz € X mit Tz = z.

Beweis: Siehe etwa LIUSTERNIK, SOBOLEW [22, pp. 26ff]. &

Fiir Kontraktionen auf Banachriumen garantiert der Banachsche Fixpunktsatz also einen ein-
deutig bestimmten Fixpunkt. Hiufig jedoch, wie etwa in dieser Arbeit, hingt die Kontraktion
T auch noch stetig von einem Parameter p ab. Hingt dann der vom Banachschen Fixpunktsatz
gelieferte Fixpunkt ebenfalls stetig von diesem Parameter ab? Eine positive Antwort gibt das
folgende gleichmdpfige Kontraktionsprinzip.
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Satz A.2.2 (Gleichmafliges Kontraktionsprinzip) Sei X' ein beliebiger Banachraum, P
ein metrischer Raum und T : X X P — X eine stetige Abbildung. Ist T eine gleichmdfiige
Kontraktion, d.h. gilt fir beliebige z,,z, € X und p € P

1T (21, p) = T(22,p)|| < kl|l21 — 221, (A-8)

mit einer Konstanten 0 < k < 1, dann ezistiert zu jedem p € P genau ein Fizpunkt t(p) € X
von T(-,p): X — X und die Abbildungt:P — X ist stetig.

Beweis: Es ist nur die Stetigkeit von ¢t nachzuweisen. Seien dazu p,py € P beliebig. Dann gilt:

lt(p) — tpo)ll = T ((p),p) — T(t(po), po)ll <
< T (E(p),p) = T(t(wo), Pl + IT(t(po), p) — T(t(po), Po)ll <
< Klt(p) — tpo)ll + [IT'(#(po), P) — T(t(po), Po)ll »
und damit

1t(2) ~ #p)ll < = IIT(2(20), ) — T(t(p0), o)l -

Wegen der Stetigkeit von T gilt ||T'(t(po),p) — T(t(po), po)|| — 0 fiir p — po, d.h. man erhalt
||t(p) — t(po)|| — O fiir p — po. Daraus folgt unmittelbar die Stetigkeit von 2. O

Eine Konsequenz des gleichmifiigen Kontraktionsprinzips ist das folgende Korollar iiber Storun-
gen stetiger Isomorphismen, das im zweiten Kapitel mehrfach benétigt wird.

Korollar A.2.3 Seien X, Y und P beliebige Banachrdume, L € L(X,)) ein stetiger Isomor-
phismus und S : X X P — )Y eine stetige Abbildung mit

[|5(z1,p) — S(22,p)|| < K||21 — 2]

fiir beliebige ©,,z5 € X, p € P. Erfillt dann die Konstante k > 0 die Ungleichung k||L7!|| < 1,
so ist fiir jedes p € P die durch N(z,p):= Lz + S(z,p) definierte Abbildung N(-,p): X — Y
bijektiv mit Umkehrabbildung N=1(,p): Y - X, und N~1: Y x P — X ist stetig.

Beweis: Nach dem Satz von der offenen Abbildung (vergleiche etwa YosIpA [29, pp. 75ff]) ist
mit L auch L~ stetig. Definiert man fiir beliebige c € X, y€ Y und pe P

T(z,y,p):= L'y — L™'S5(z,p),

so ist die Abbildung T : X x ) x P — X stetig. Ferner ist fiir beliebige z,,2, € X,y € YV,pc P
die Abschatzung

IT(21,9,2) = T(22, 4, Pl = IL7(5(21,0) = S(2, )| < KL - [y — 22|

erfiillt, d.h. wegen k||L~1|| < 1ist T eine gleichméBige Kontraktion. Fiir beliebiges y € Y, p € P
existiert deshalb mit Satz A.2.2 genau ein Fixpunkt #(y,p) € X von T(-,y,p) und die Abbildung
t:Y x P — X ist stetig. Wegen

e=ty,p) & z=T(z,y,p) & z=L"'y-L'S(z,p) & y=La+S5(z,p)

ist t die versprochene stetige Umkehrabbildung. <&
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Das gleichmaflige Kontraktionsprinzip wird in dieser Arbeit mehrmals erfolgreich angewandt. In
gewissen Situationen ist es jedoch zu schwach, wie etwa beim Beweis der Existenz und Stetigkeit
der allgemeinen Losung einer parameterabhingigen Differentialgleichung im ersten Abschnitt
des ersten Kapitels. Die dabei auftauchende Abbildung erfiillt zwar die Abschitzung (A.8), die
Konstante k ist jedoch im allgemeinen nicht kleiner als 1 — und damit ist Satz A.2.2 nicht
anwendbar. Dafl die Abbildung dennoch einen eindeutig bestimmten Fixpunkt besitzt, ist eine
Konsequenz des folgenden Satzes, der im wesentlichen dem Buch DALECKII, KREIN [7, pp. 52f]
entstamimt.

Zunachst mufl aber noch eine Bezeichnung eingefiihrt werden. Ist 7 : A’ x P — X eine
Abbildung, so wird die n-te Iterierte 7" : ¥ X P — X folgendermaflen rekursiv definiert:

n . T(z,p) fir n=1 .
T(z,p):= { T(T"Y(z,p),p) fir n> 2 fir (z,p)€e X xP. (A.9)

Man iiberzeugt sich leicht, daB8 fiir beliebiges n > 2 auch die Beziehung

T™(T(=,p),p) = Tn+l($’p)
erfiillt ist. Damit kann der angekiindigte Satz formuliert und bewiesen werden.

Satz A.2.4 Gegeben sei ein beliebiger Banachraum X, ein metrischer Raum P, sowie eine
stetige Ablildung T : X x P — X. Ferner existiere eine Konstante 0 < k < 1 und einn € N,
so dafl fiir beliebige x1,2, € X und p € P die Abschdtzung

”Tn(l'lap) - T"(z‘z,p)H < k||$1 - 372”

erfillt ist. Dann gibt es zu jedem p € P genau einen Fizpunkt t(p) von T(-,p) : X — X und die
Abbildung t : P — X ist stetig.

Beweis: Mit Induktion folgt aus der Stetigkeit von T leicht die Stetigkeit von T™. Auf T™ ist
also das gleichmifige Kontraktionsprinzip anwendbar, d.h. zu jedem p € P existiert genau ein
Fixpunkt t(p) von T"(-,p), und die Abbildung ¢ ist stetig.

Bleibt nur noch zu zeigen, da8 t(p) der eindeutig bestimmte Fixpunkt von T'(-,p) ist.
Zunichst erhilt man mit der obigen Definition der Iterierten die Beziehung

T"(T(t(p),p),p) = T"*'(t(p), p) = T(T"(t(p), ), p) = T(¢(p),P) ,

da t(p) Fixpunkt von T"(-,p) ist. Also ist auch T'(¢(p),p) ein Fixpunkt von T"(:,p), und mit
der Eindeutigkeit des Fixpunktes folgt

T(t(p),p) = t(p) -

Somit ist #(p) ein Fixpunkt von T'(:,p). Sei nun abschliefend  ein beliebiger Fixpunkt von
T(-,p). Mit Induktion erhilt man leicht T"(z,p) = =z, d.h. 2 ist auch Fixpunkt von T™(,p),
und deshalb gilt = #(p). Damit ist alles gezeigt. &

Die Stetigkeit der Abbildung T : X X P — X ist eine zentrale Voraussetzung in den Sitzen
A.2.2 und A.2.4. Um den Nachweis dieser Stetigkeit in den Anwendungen moéglichst einfach zu
gestalten, wird in dieser Arbeit haufig das folgende Lemma verwendet.

Lemma A.2.5 Seien X, Y beliebige Banachriume, P ein metrischer Raum und T : X XP — Y
eine Abbildung, die den folgenden Bedingungen gentigt:
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(1) Es ezistiert eine Konstante k € Ry, so daf fiir beliebige z,,2, € X und p € P die
Abschdtzung

| T(z1,p) = T(z2, p)l} £ kl|z1 — 22}|
erfillt ist.

(2) Fir beliebiges x € X ist die Abbildung T(z,-): P — Y stetig.

Dann ist die Abbildung T stetig.

Beweis: Seien o € &’ und py € P beliebig, aber fest. Dann folgt aus der Beziehung

1T (=, p) = T(z0, po)l| IT(z, p) = T(20, P)I| + 1T (0, P) — T(0, po)l| <

kllz = zol| + ||T (20, p) = T(0, po)l|

IAN A

mit den Voraussetzungen (1) und (2) sofort:

T(z,p) = T(z0,p0) fir (z,p)— (20,po)-

T ist also stetig in (zo,po) € X X P. Da dieser Punkt beliebig gewihlt war, erhilt man unmit-
telbar die Behauptung. O

Schlieillich wird im ersten Kapitel bei der Anwendung dieses Lemmas auf Integraloperatoren
noch das folgende einfache Ergebnis bendtigt.

Lemma A.2.6 Gegeben seien ein kompakter metrischer Raum K, Banachrdume X und Y, eine
offene Teilmenge M C X, sowie eine stetige Abbildung f : K x M — ). Dann ezistiert zu jedem
e>0undzg € M einé >0, so daff

[|f(t,z) = f(t,zo)|| < & fiir beliebige z € Bs(zo) und te€ K

erfillt ist.

Beweis: Angenommen, die Aussage des Lemmas ist falsch. Dann existiert ein ¢ > 0, ein
To € M, und eine Folge (¢,,2,)5; C K X M mit

1
llza = 2oll < =~ und  |[f(tn, 20) = f(tn, zo)l| 2 € > 0
fiir beliebige n € IN. Wegen der Kompaktheit von K ist die Folge (¢,);2, 0.B.d.A. konvergent
mit Grenzwert t, € K (etwa durch Ubergang zu einer geeigneten Teilfolge). Die Stetigkeit von
f impliziert jedoch mit lim,,_,, z, = zo die Gleichung
r}lngo f(tn, zn) = f(th .’130) = nhrgo f(tna .'L‘()) s
d.h. im Widerspruch zu ||f(t,,z,) — f(ta,20)}| > € > 0, fiir beliebige n € N, gilt

r}l—-r{olo Hf(tnaxn) - f(tnaxo)ll =0.

Damit ist alles gezeigt. <&
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A.3 Asymptotisches Verhalten von Matrixfunktionen

Im Hinblick auf die Anwendung der allgemeinen Ergebnisse dieser Arbeit auf autonome endlich-
dimensionale Differential- und Differenzengleichungen werden Abschitzungen fiir die Ubergangs-
matrizen homogener linearer autonomer Systeme bendtigt. Die Ubergangsmatrix eines derarti-
gen Differentialgleichungssystems ist die Matrixexponentialfunktion (eine sehr ausfiihrliche Dar-
stellung findet man in HIRSCH, SMALE [14, pp. 29-143]), die eines Differenzengleichungssystems
eine Matrixpotenz. Diese beiden speziellen Matrixfunktionen werden im folgenden behandelt.
Zunichst soll jedoch an ein Ergebnis aus der linearen Algebra erinnert werden:

Satz A.3.1 (Jordansche Normalform) Gegeben seien ein N € W und ein M € CV*V,
Dann ezistiert eine regqulire Matriz R € CV%, so daf die Matriz J = RM R~ von der Form

J = diag(Jy,...,J,) ,neEN,

ist, mit Matrizen

A, 10 0
0 A 1 :
Je=Mid+D=| : .. ) . o |€C™T  NeeN,
: N |
0 v v 0 X

und D := (§;41,5)ij=1,.,n.- Dabei ist A, ein Figenwert von M und es gilt {A1,..., .} = o(M).
Ist dariberhinaus ein Eigenwert A € o(M) halbeinfach, d.h. stimmen seine algebraische und
geometrische Vielfachheit iberein, so sind alle Jordanblécke J, mit A, = A eindimensional, d.h.

Jr = (M) € C.
Beweis: Siehe etwa GREUB [9, pp. 383-413]. <&

Dieser Satz wird im folgenden mehrfach verwendet.

A.3.1 Die Matrixexponentialfunktion

Mochte man die allgemeine Losung des homogenen linearen autonomen Systems

(A.10)

fiir eine beliebige Matrix A € K"V beschreiben, so bedient man sich bekanntlich am besten
der Ubergangsmatrix &(t,s). Fiir N = 1 sieht man leicht, daB die Ubergangsmatrix durch
P(t,s) = eA(=*) gegeben ist. In Analogie zu diesem einfachen Spezialfall definiert man fiir eine
beliebige N x N-Matrix A eine neue Matrix e4 € KV*V,

Sei dazu || - || eine beliebige Norm auf K"; die von dieser Norm induzierte Matrixnorm auf
K" wird ebenfalls mit || - || bezeichnet. Fiir beliebiges A € K"*" erhilt man dann aus

1 1 ..
A< Il fir ke,

und der Konvergenz der reellen Folge (}.7_o 1| 4][*)3%,, daB die Folge (37_0 3:4%)5, im Ba-
nachraum K" *" eine Cauchy-Folge, und damit konvergent ist. Ferner ist dieser Grenzwert von
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der Norm || - || unabhingig, da in endlichdimensionalen Banachriumen alle Normen dquivalent
sind (vergleiche etwa LIJUSTERNIK, SOBOLEW [22, pp. 47f]). Bezeichnet man den Grenzwert mit

so ist die folgende Definition mdoglich:

Definition A.3.2 Die Funktion

]I{NXN — ]I{NXN
exp : A . oA

heifit Matrixexponentialfunktion.

Mit Hilfe der Matrixexponentialfunktion kann man nun leicht die Ubergangsmatrix von (A.10)
angeben. Das erledigt der folgende Satz, der auch weitere Eigenschaften der Matrix e# enthilt,
die insbesondere zur expliziten Berechnung der Matrixexponentialfunktion benotigt werden.

Satz A.3.3 Seien N € IN und A € K¥*V beliebig. Dann gilt:
(a) Die Ubergangsmatriz des Systems (A.10) lautet ®(t,s) = eAt=2),
(b) Ist B ¢ KN*N mit AB = BA, so gilt eA+B = e4eB,
(c) Ist R € KN*N regulir, so gilt e* = R-1eRART' R,
(d) Ist A von der Form A = diag(Ay, ..., A,) mit A, € KN*N 5o erhdlt man

e? = diag(e™,... e ).
Beweis: Siehe AMANN [1, pp. 151ff] oder KNoBLOCH, KAPPEL {20, pp. 80ff]. O

Mit diesem Satz sind bereits alle Hilfsmittel bereitgestellt, um die in Kapitel 1 benétigten
Abschitzungen fiir die Ubergangsmatrix von (A.10) herzuleiten. Es zeigt sich, dafi allein die Lage
der Realteile der Eigenwerte von A die Quasibeschrinktheit der Ubergangsmatrix bestimmt.

Satz A.3.4 Seien N € IN und A € K"V beliebig. Dann gilt fir beliebige t, s € R
(a) Zu jedem B > ol . (A) existiert ein K = K(8) > 1 mit

max

A€ < K= firalle 125

Sind alle Eigenwerte von A mit Realteil o], (A) halbeinfach, so ist auch g = o7, (A)
wdhlbar.

(b) Zu jedem o < ol ;.(A) ezistiert ein K = K(a) > 1 mit

eA¢I)| < KeoC=) fir alle 1 <s.

Sind alle Eigenwerte von A mit Realteil ol,;,(A) halbeinfach, so ist auch a = o, (A)
wdhlbar.
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Beweis: Es wird nur (a) bewiesen; die Giiltigkeit von (b) erhilt man véllig analog. Wegen
der Aquivalenz aller Normen auf K”*" kann man sich auf den Spezialfall -1l = || der
Spaltensummennorm beschrinken. Da dariiberhinaus jede reelle Matrix als komplexe Matrix
mit derselben Spaltensummennorm aufgefafit werden kann, muf der Fall K = R nicht eigens
behandelt werden. Sei also im folgenden KK = C. Der Beweis wird in drei Teile unterteilt.

(i) Sei zunéchst N > 2 und A € CV*V ein Jordanblock, d.h. A = Aid + D mit A € € und
D = (6i41,j)ij=1,.,~ (vergleiche Satz A.3.1). Wegen (Aid)D = D()id) liefert Satz A.3.3(b) fiir
beliebiges 7 € R die Beziehung eA” = e*id)7¢D7_ Satz A 3.3 (d) impliziert ferner e = eArig,
Beachtet man schliefilich, da§ D nilpotent ist, so folgt mit Definition A.3.2 unmittelbar

=

0 .

eAT:eAT T_z
2

-

0 0 1

und
oA = I = I
|" zz:k—: Z__-:T mit 7 = Rel.
Fiir beliebiges 8 > o7, (A) = r ist offensichtlich r — 3 < 0, d.h. man erhilt

AT —-Br (r-8) & |T|Ic -
€767 =€ Z——»O fir 7> o0.
k=0

k!
Also existiert K := sup{|eA"];e™?" : 7 € RF} > 1 und fiir alle 7 = t — s > 0 gilt somit
p 0 g
IeA(t—s)ll < I(eﬂ(t—s) .

Die geforderte Abschatzung ist demnach erfiillt.

(7i) Sei nun N = 1 und A = (A) € C ein eindimensionaler Jordanblock. Dann erhilt man
unmittelbar eA(=*) = e*(*=*) und damit |eA(=*)|; = [e}!=*)] = €"(*=*) wobei 7 = Re) wieder
der Realteil von X sei. Fiir beliebiges # > o7, (A) = r gilt also

'eA(t—s)ll — er(t—s) < eﬂ(t—s) fiir ¢ > s ,

und mit K := 1 folgt die Behauptung.

(i) Sei nun A € €V*V beliebig, N € IN. GemiB Satz A.3.1 existiert eine regulire Matrix
R e C"" sodaB J = RAR! von der Form

J = diag(Jy,...,J,) mit J, = XNid+ D e €M und A, € 0(4)

ist. Gilt nun 8 > o7, (A) — oder ist 8 = o7, (A) und alle Eigenwerte mit Realteil O'max(A) sind
halbeinfach — so erhélt man wegen (%), (47) und Satz A.3.1 zu jedem k = 1,...,n ein K; > 1
mit

le”*T|, < Kief™ fiiralle 72>0.
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Wegen der Definition der Spaltensummennorm und Satz A.3.3(c),(d) folgt daraus fiir beliebige
€ R

el < RTYule T R =
= IR_1|1|R|1Idiag(e"”,...,e"”)h =
= R Rl max{le Ty k=1, n) <
S R_llleaka:kzl...neﬁT.
| ) y

Mit K := |R7'[; |R|; max{K; :k=1,...,n} > 1 und 7 = t — s > 0 folgt die Behauptung. <

Satz A.3.4 ermoglicht beispielsweise die folgenden Aussagen iiber das Verhalten der allgemeinen
Losung A(t;7,€) = eA(-7)¢ von (A.10):

o Sind die Realteile aller Eigenwerte von A negativ, so konvergieren alle Losungen von (A.10)
fiir t — oo gegen 0.

e Sind die Realteile aller Eigenwerte von A kleiner oder gleich 0 und die Eigenwerte mit
Realteil 0 halbeinfach, so sind alle Losungen von (A.10) fiir ¢ — oo beschrankt.

In beiden Féllen kann man leicht zeigen, dafl auch die Umkehrung der Aussage richtig ist;
vergleiche dazu AMANN (1, pp. 163ff].

A.3.2 Matrixpotenzen

Im Gegensatz zu den Differentialgleichungen kann die Ubergangsmatrix einer homogenen li-
nearen autonomen Differenzengleichung duflerst leicht angegeben werden. Betrachte dazu das
System

' = Az (A.11)
mit einer beliebigen Matrix 4 € K"*". Die Ubergangsmatrix (m,n) von (A.11) lautet
®(m,n)=A""" fir m>n.
Ist A regulir, so erhdlt man weiter
o(m,n)= (A7) = A" fir m<n.

Analog zu Satz A.3.4 kénnen nun die Abschitzungen fiir die Ubergangsmatrix von (A.11) herge-
leitet werden, die im zweiten Kapitel in nahezu allen Ergebnissen benotigt werden. Der folgende
Satz zeigt, dafl allein die Lage der Eigenwerte von A in der komplexen Zahlenebene die Quasi-
beschranktheit der Ubergangsmatrix bestimmt.

Satz A.3.5 Seien N € IN und A € K"V beliebig. Dann gilt fir beliebige m,n € L:
(a) Zu jedem B > ol (A) ezistiert ein K = K(8) > 1 mit
HA™"|| < KB™™" firalle m>n.

Sind alle Eigenwerte von A mit Betrag o, (A) halbeinfach, so ist auch B = ob, (A)
wdahlbar.
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(b) Ist A reguldr, so ezistiert zu jedem 0 < a < ol (A) ein K = K(a) > 1 mit
[|A™ || < Ka™™ firalle m<n.

Sind alle Figenwerte von A mit Betrag ol;,(A) halbeinfach, so ist auch a = o’ (A)
wahlbar.

Beweis: Es wird nur (a) bewiesen; die Aussagen in (b) folgen unmittelbar durch Anwendung
von (a) auf A=1. Wegen der Aquivalenz aller Normen auf KV*¥ kann man sich wieder auf
den Spezialfall ||- || = | - |; der Spaltensummennorm beschrinken. Da dariiberhinaus jede reelle
Matrix als komplexe Matrix mit derselben Spaltensummennorm aufgefafit werden kann, wird
im folgenden nur der Fall K = € behandelt. Der Beweis erfolgt in drei Schritten.

(i) Sei zundchst N > 2 und A € CM*N ein Jordanblock, d.h. A = Aid + D mit A € € und
D = (6;41,5)i,j=1,.,~ (vergleiche Satz A.3.1). Dann gilt fiir beliebige x € Ny

A" =(Nd+ D) =Y (':) A*iDE

i=0

Mit D¥ = 0 und |D|, = 1 folgt hieraus fiir alle k > N — 1 und 8 > o5, (4) = ||

N-1
K .,
e = 1 (Yo

?

1=0
N-1 o
< E(i)lkl““wliﬂ“:
i=0
I—i\l)n N-1 K _ )
(,3 ;i|/\| -0 fir x— o,

denn es gilt 0 < %l < 1 und die letzte Summe ist ein Polynom in « vom Grad hoch-

stens N — 1. Also existiert K := sup{|A*|;8~" : k > N — 1}. Setzt man schlieflich
K := max{|4°, 87°,...,|AN"%|, B~ - K} > 1, so erhilt man fiir alle k = m —n > 0

IAm—nll S I(ﬂm—ﬁ .

Die geforderte Abschatzung ist demnach erfiillt.

(1) Sei nun N = 1 und A = (A\) € C ein eindimensionaler Jordanblock. Fiir beliebiges 3 >
ol (A) = |A| gilt also

max
[AT ™y = [ A" = AT LA fir m >,

und mit K := 1 folgt die Behauptung.

(i) Sei nun A € CV*V beliebig, N € IN. GemiB Satz A.3.1 existiert eine regulire Matrix
R e €V¥ sodaB J = RAR! von der Form

J = diag(Jy,...,J,) mit Jp = Nid+ D e €M™ und X € 0(4)

ist. Gilt nun 8 > o®,,(A) — oder ist 3 = o0&, (A) und alle Eigenwerte mit Realteil o’ (4) sind

max

halbeinfach — so erhdlt man wegen (%), (%) und Satz A.3.1 zu jedem k = 1,...,nein IK; > 1

mit
[JF]y < KpB® firalle k>0.
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Wegen der Definition der Spaltensummennorm und J* = diag(Jy,...,J~) folgt daraus fiir
beliebige k € Ny

A" = [(RT'JR)*|,=|RT'J"R|, <
< RN RL =
= |R7'|1|R: |diag(JT, ., T5) =
= |R7Y;|R|; max{|Jf|;: k=1,...,n} <
< |R7Yi IRl max{K;:k=1,...,n} 8" .

Mit K := |R™|;|R|y max{K} :k=1,...,n} > 1und Kk = m — n > 0 folgt die Behauptung. <

Auch Satz A.3.5 ermdglicht folgende Aussagen iber das Verhalten der allgemeinen Losung
Ak;k,€) = A¥="~£ von (A.11):

¢ Sind die Betrige aller Eigenwerte von A kleiner als 1, so konvergieren alle Losungen von
(A.11) fiir £ — oo gegen 0.

e Sind die Betrdge aller Eigenwerte von A kleiner oder gleich 1 und die Eigenwerte mit
Betrag 1 halbeinfach, so sind alle Losungen von (A.11) fiir £ — oo beschrankt.

In beiden Fillen gelten auch die Umkehrungen der Aussagen.
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